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基本概念回顾

总体：一个统计问题所研究的对象的全体
样本空间：样本 X = (X1, · · · ,Xn) 可能取值的全体, 记为 X
简单随机样本 (简单样本或随机样本)：独立同分布
样本分布：样本作为随机变量服从的概率分布
参数：样本分布中的未知的常数
参数空间：参数的取值范围
样本分布族：当参数取不同值时得到的不同分布构成的一个分布族
参数统计推断：样本分布形式已知, 确定未知参数的值
非参数统计推断：样本分布形式未知, 通过样本对总体的分布作推
断

3 / 37



基本概念回顾

统计量：由样本算出的量, 是样本的函数
注 统计量只与样本有关, 不能与未知参数有关
样本均值：X̄ = 1

n
∑n

i=1 Xi

样本方差：S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2

注 也可以定义为 S2
n = 1

n
∑n

i=1(Xi − X̄)2, 但 S2 无偏

样本矩
k 阶原点矩：an,k = 1

n
∑n

i=1 Xk
i

k 阶中心矩：mn,k = 1
n
∑n

i=1(Xi − X̄)k

样本协方差：SXY = 1
n
∑n

i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ)
样本变异系数：ν̂ = Sn

X̄

样本偏度：β̂1 =
mn,3

m3/2
n,2

=
√

n
∑n

i=1(Xi − X̄)3/
(∑n

i=1(Xi − X̄)2
)3/2

样本峰度：β̂2 =
mn,4
m2

n,2
− 3 = n

∑n
i=1(Xi − X̄)4/

(∑n
i=1(Xi − X̄)2

)2 − 3
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基本概念回顾

依概率收敛 (Xn
P→ X)：对 ∀ϵ, limn→∞ P(|Xn − X| ≥ ϵ) = 0

几乎处处收敛 (Xn
a.s.→ X)：P(limn→∞ Xn = X) = 1

依分布收敛 (Xn
L→ X)：limn→∞ Fn(x) = F(x), x 为 F 的任一连续点

r 阶矩收敛 (Xn
Lr→ X)：limn→∞ E|Xn − X|r = 0

四种收敛关系：
Xn

Lr or a.s.−→ X ⇒ Xn
P→ X ⇒ Xn

L→ X
Xn

L→ c0 ⇒ Xn
P→ c0

Xn
P→ c0 且 g 在 c0 连续 ⇒ g(Xn)

P→ g(c0)

连续映射定理: Xn
L→ X 且 g 连续 ⇒ g(Xn)

L→ g(X), 其中依分布收
敛可换成依概率收敛和几乎处处收敛

Slutsky 定理：Xn
L→ X 且 Yn

P→ c0 ⇒
Xn + Yn

L→ X + c0
XnYn

L→ c0X
Xn/Yn

L→ X/c0, c0 ̸= 0
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基本概念回顾

切比雪夫不等式：X 随机变量, ∀b > 0 有

P(|X − EX| ≥ b) ≤ Var(X)
b2 .

控制收敛定理：Xn
a.s.→ X 且对充分大的 n 有 |Xn| ≤ Y, 其中

E(Y) < ∞, 则 limn→∞ E(Xn) = E(X).
强大数律：X1, · · · ,Xn 独立同分布且 E|X1| < ∞
⇒ X̄n = 1

n
∑n

i=1 Xi
a.s.→ EX.

中心极限定理：设 {Xi} 为一列独立同分布的随机变量序列, 有共同
的均值 µ 和方差 0 < σ2 < ∞, 则有

√
n(X̄n − µ)/σ

L→ N(0, 1), 其中
X̄n = 1

n
∑n

i=1 Xi.
Delta 方法：

√
n(Xn − θ)

L→ N(0, σ2), 其中 σ2 > 0 和 θ 均为有限数,
g′(x) 在 x = θ 处连续非零, 则

√
n [g(Xn)− g(θ)] L→ N(0, [g′(θ)]2σ2).
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基本概念回顾

次序统计量：设 X1, · · · ,Xn 为从总体 F 中抽取的样本, 按大小排列
X(1) ≤ · · · ≤ X(n), 则 (X(1), · · · ,X(n)) 为样本 (X1, · · · ,Xn) 的次序统
计量
注 (X(1), · · · ,X(n)) 的任一部分也称为次序统计量

样本中位数：

m1/2 =

{
X((n+1)/2), n为奇数
1
2

[
X(n/2) + X(n/2+1)

]
, n为偶数 (0.1)

极值：X(1) 和 X(n) 称为样本的极小值和极大值
样本极差：R = X(n) − X(1)
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基本概念回顾

经验分布函数：Fn(x) = 1
n
∑n

i=1 I{Xi ≤ x}
nFn(x) ∼ B(n,F(x)) 且

√
n(Fn(x)− F(x))√
F(x)(1− F(x))

L→ N(0, 1)

Glivenko-Cantelli 定理：supx∈R |Fn(x)− F(x)| → 0, a.s.
DKW 不等式：对任意 ϵ > 0 和 n, 有

P
(

sup
x∈R

|Fn(x)− F(x)| > ϵ

)
≤ 2e−2nϵ2
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基本概念回顾

单个次序统计量的分布：X(m) 的分布, 1 ≤ m ≤ n, cdf 为

Fm(x) = P
(
X(m) ≤ x

)
=

n∑
i=m

(
n
i

)
(F(x))i(1− F(x))n−i,

pdf 为

fm(x) = F′
m(x) = m

(
n
m

)
(F(x))m−1(1− F(x))n−mf(x).

n 个次序统计量的联合分布：

g (y1, y2, . . . , yn) =

{
n!f (y1) f (y2) · · · f (yn) , y1 < y2 < · · · < yn
0, 其他.

两个次序统计量 (X(i),X(j)) 的联合分布：

fij(x, y) =


n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!(F(x))i−1(F(y)− F(x))j−i−1

×(1− F(y))n−jf(x)f(y), x < y,
0, 其他.
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基本概念回顾

极差的分布
作下列变换：{

V = X(j) − X(i),
Z = X(i)

⇐⇒
{

X(i) = Z,
X(j) = V + Z.

Jacobi 行列式 J =
∣∣∣∂(X(i),X(j))

∂V∂Z

∣∣∣ = 1

(V,Z) 的联合密度

gij(v, z) =


n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!(F(z))i−1(F(v + z)− F(z))j−i−1

×(1− F(v + z))n−jf(z)f(v + z), v > 0,
0, 其他.

V 的密度为 gv(v) =
∫∞
−∞ gij(v, z)dz.

取 i = 1, j = n 即可得到极差 R = X(n) − X(1) 的密度.
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基本概念回顾

样本分位数
对于 0 < p < 1, 分布 F 的 p 分位数为

ξ(p) = F−1(p) = inf{x : F(x) ≥ p}.

样本 p 分位数：X⌈np⌉, 即 ξ̂np = F−1
n (p) = inf{x : Fn(x) ≥ p}.

X(i) = F−1
n ( i

n), i = 1, · · · , n

ξ̂np
P→ ξp, 如果 ξp 是 F(x−) ≤ p ≤ F(x) 中 x 的唯一解.

Q-Q 图：
(

x(i),F−1( i
n+1)

)
, i = 1, · · · , n.
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基本概念回顾

χ2 分布
定义：X1, · · · ,Xn i.i.d. ∼ N(0, 1), 则 ξ =

∑n
i=1 X2

i ∼ χ2
n.

χ2 分布的 pdf：

gn(x) =
{

1

2
n
2 Γ( n

2)
x n

2
−1e− x

2 , x > 0

0, x ≤ 0.

Gamma 分布：Γ(α, λ) 的 pdf 为

f(x;α, λ) =
{

λα

Γ(α)xα−1e−λx, x > 0,

0, x ≤ 0.

Γ(n/2, 1/2) 就是 χ2
n；若 Y ∼ Γ(α, λ), 则 2λY ∼ χ2

2α.
χ2

n 的特征函数 φ(t) = (1− 2it)−n/2.
E(ξ) = n, Var(ξ) = 2n.
Z1 ∼ χ2

n1
, Z2 ∼ χ2

n2
, 且 Z1 和 Z2 独立, 则 Z1 + Z2 ∼ χ2

n1+n2
.
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基本概念回顾

t 分布
定义：X ∼ N(0, 1), 则 Y ∼ χ2

n, 且 X 和 Y 独立, 则 T = X√
Y/n

∼ tn.

t 分布的 pdf：

tn(x) =
Γ
(n+1

2

)
Γ
(n
2

)√
nπ

(
1 +

x2
n

)− n+1
2

,−∞ < x < ∞.

E(Tr) 只有 r < n(n > 1) 时存在, 且

E (Tr) =

 n r
2
Γ( r+1

2 )Γ( n−r
2 )

Γ( n
2)Γ(

1
2)

, r 为偶数,
0, r 为奇数.

特别, 当 n ≥ 2 时, E(T) = 0, 当 n ≥ 3 时, Var(T) = n/(n − 2).
当 n = 1 时, t 分布就是柯西分布 t1(x) = 1

π(1+x2) , −∞ < x < +∞.
当 n → ∞ 时, t 变量的极限分布为 N(0, 1).
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基本概念回顾

F 分布
定义：X ∼ χ2

m, 则 Y ∼ χ2
n, 且 X 和 Y 独立, 则 F = X/m

Y/n ∼ Fm,n.
F 分布的 pdf：

fm,n(x) =


Γ(m+n

2 )
Γ( n

2)Γ(
m
2 )

m m
2 n n

2 x m
2
−1(n + mx)−m+n

2 , x > 0,

0, x ≤ 0.

Z ∼ Fm,n, 则 1/Z ∼ Fn,m.
对 r > 0, 有

E (Zr) =
( n

m
)r Γ

(m
2 + r

)
Γ
(n
2 − r

)
Γ
(n
2

)
Γ
(m
2

) , 2r < n.

T ∼ tn 则 T2 ∼ F1,n.
Fm,n(1− α) = 1/Fn,m(α).
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基本概念回顾

正态总体性质：
X1, · · · ,Xn 独立且 Xk ∼ N(ak, σ2

k), k = 1, · · · , n, c1, · · · , cn 是常数
不全为零, 则

T =

n∑
k=1

ckXk ∼ N
( n∑

k=1

ckak,
n∑

k=1

c2kσ2
k

)
.

若 X1, · · · ,Xn i.i.d. ∼ N(a, σ2), 样本均值 X̄ = 1
n
∑n

i=1 Xi, 样本方差
S2 = 1

n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2, 则

X̄ ∼ N(a, σ2/n);
(n − 1)S2/σ2 ∼ χ2

n−1;
X̄ 和 S2 独立；
Tn =

√n(X̄−a)
S ∼ tn−1.

非正态总体可使用中心极限定理和 Delta 方法.
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作业讲解

1.4 一物体的重量 a 未知, 有两架天平可用, 其随机误差分别服从正态分
布 N(0, σ2

1) 和 N(0, σ2
2), σ2

1 和 σ2
2 都未知. 先把物件在第一架天平上称两

次得 X1,X2, 再在第二架天平上称两次得 X3,X4, 然后视
|X1 −X2| ≤ |X3 −X4| 或否而在第一架天平或第二架天平上再称 n− 4 次
得 X5, . . . ,Xn. 写出 (X1, . . . ,Xn) 的密度.
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作业讲解

1.5 设总体 X 服从两点分布 b(1, p) (即 P(X = 1) = p,
P(X = 0) = 1− p), 其中 p 是未知参数, XXX = (X1, . . . ,X5) 为此次总体中
抽取的简单样本,
(1) 写出样本空间 X 和 XXX 的概率分布；
(2) 指出 X1 + X2, min

1≤i≤5
Xi, X5 + 2p, X5 − E(X1), (X5 − X1)

2/Var(X1) 哪

些是统计量, 哪些不是, 为什么？
(3) 若样本观测值 (X1, . . . ,Xn) 中有 m 个 1, n − m 个 0, 求此样本的经
验分布函数.
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作业讲解

1.5 设总体 X 服从两点分布 b(1, p) (即 P(X = 1) = p,
P(X = 0) = 1− p), 其中 p 是未知参数, XXX = (X1, . . . ,X5) 为此次总体中
抽取的简单样本,
(1) 写出样本空间 X 和 XXX 的概率分布；
(2) 指出 X1 + X2, min

1≤i≤5
Xi, X5 + 2p, X5 − E(X1), (X5 − X1)

2/Var(X1) 哪

些是统计量, 哪些不是, 为什么？
(3) 若样本观测值 (X1, . . . ,Xn) 中有 m 个 1, n − m 个 0, 求此样本的经
验分布函数.

注 统计量只与样本有关, 不能与未知参数有关.
经验分布函数：Fn(x) = 1

n
∑n

i=1 I{Xi ≤ x}
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作业讲解

1.11 设 X1, . . . ,Xn 是取自总体 X ∼ N(µ, σ2) 的简单样本, 假如要以
99.7% 的概率保证偏差 |X − µ| < 0.1, 试问在 σ2 = 0.5 时, 样本容量 n
应取多大?
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作业讲解

1.9 在正态总体 N(50, 62) 中抽取容量为 36 的简单样本, 求样本均值 X
落在 50.6 和 51.8 之间的概率.
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作业讲解

1.12 利用切比雪夫不等式求一枚均匀硬币需抛掷多少次才能使样本均
值 X 落在 0.4 和 0.6 之间的概率至少为 0.9 (此处 Xi = 1 表示抛掷硬币
出现正面, 否则 Xi = 0, i = 1, . . . , n)? 若用中心极限定理计算这个问题,
需抛掷的次数又是多少?
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作业讲解

1.12 利用切比雪夫不等式求一枚均匀硬币需抛掷多少次才能使样本均
值 X 落在 0.4 和 0.6 之间的概率至少为 0.9 (此处 Xi = 1 表示抛掷硬币
出现正面, 否则 Xi = 0, i = 1, . . . , n)? 若用中心极限定理计算这个问题,
需抛掷的次数又是多少?

切比雪夫不等式：X 随机变量, ∀b > 0 有 P(|X − EX| ≥ b) ≤ Var(X)
b2 .

中心极限定理：设 {Xi} 为一列独立同分布的随机变量序列, 有共同的均
值 µ 和方差 0 < σ2 < ∞, 则有

√
n(X̄n − µ)/σ

L→ N(0, 1), 其中
X̄n = 1

n
∑n

i=1 Xi.

22 / 37



作业讲解

2.3 设 X1, . . . ,Xn 为从下列总体中抽取的简单样本, 利用特征函数试求
样本均值 X 的分布:
(1) 正态总体 N(a, σ2);
(2) 参数为 λ 的 Poisson 总体 P(λ);
(3) 参数为 λ 的指数分布.
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作业讲解

2.3 设 X1, . . . ,Xn 为从下列总体中抽取的简单样本, 利用特征函数试求
样本均值 X 的分布:
(1) 正态总体 N(a, σ2);
(2) 参数为 λ 的 Poisson 总体 P(λ);
(3) 参数为 λ 的指数分布.

Γ(α, λ) 的 pdf 为

f(x;α, λ) =
{

λα

Γ(α)xα−1e−λx, x > 0,

0, x ≤ 0.

Gamma 分布的特征函数：φ(t) = (1− it
λ )

−α.
对于 Gamma 分布 Γ(α, λ), 当 α = 1 时，即为指数分布 Exp(λ).
X1, · · · ,Xn i.i.d. ∼ Exp(λ), 则

∑n
i=1 Xi ∼ Γ(n, λ).

Gamma 分布的可加性：X ∼ Γ(α, λ), Y ∼ Γ(β, λ), 且 X 和 Y 独立，
则 X + Y ∼ Γ(α+ β, λ).
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作业讲解

2.4 设 X1, . . . ,Xn 是从两点分布 b(1, p) 中抽取的简单样本, 0 < p < 1, X
和 S2

n 为样本均值和样本方差, 求 S2
n =

n∑
i=1

(Xi − X)2
/

n 的分布. (提示：

S2
n = X(1− X))
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作业讲解

2.5 设 X1,X2 为取自正态总体 X ∼ N(0, σ2) 的一个样本, 证明统计量
X1/X2 和

√
X2
1 + X2

2 是相互独立的.
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作业讲解

2.6 设 X1, · · · ,Xn i.i.d. ∼ F, (X(1),X(2), · · · ,X(n)) 是其次序统计量, 已知

P(X(m) < x) =
n∑

i=m

(
n
i

)
(F(x))i(1− F(x))n−i,

证明恒等式:
n∑

i=m

(
n
i

)
(F(x))i(1− F(x))n−i = m

(
n
m

)∫ F(x)

0
tm−1(1− t)n−mdt.
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作业讲解

2.14 设 X1, . . . ,Xn 独立, Xi ∼ N(0, σ2
i ), i = 1, . . . , n, 定义

ξ =

n∑
i=1

(Xi − Z)2
σ2

i
, 其中 Z =

n∑
i=1

Xi
σ2

i

/ n∑
i=1

1

σ2
i
,

求 ξ 的分布.
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作业讲解

2.27 设总体 X 服从双指数分布, 其分布函数为

F(x) =

 1− exp
{
−x − µ

σ

}
, x > µ,

0, x ≤ µ,

其中 −∞ < µ < +∞, 0 < σ < +∞, X(1) ≤ · · · ≤ X(n) 是样本 X1, . . . ,Xn

的次序统计量, 试证明 2(n − i + 1)

σ
(X(i) − X(i−1)) 服从自由度为 2 的 χ2

分布 (i = 2, . . . , n).
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作业讲解

2.27 设总体 X 服从双指数分布, 其分布函数为

F(x) =

 1− exp
{
−x − µ

σ

}
, x > µ,

0, x ≤ µ,

其中 −∞ < µ < +∞, 0 < σ < +∞, X(1) ≤ · · · ≤ X(n) 是样本 X1, . . . ,Xn

的次序统计量, 试证明 2(n − i + 1)

σ
(X(i) − X(i−1)) 服从自由度为 2 的 χ2

分布 (i = 2, . . . , n).

作下列变换： {
V = X(j) − X(i),
Z = X(i)

⇐⇒
{

X(i) = Z,
X(j) = V + Z.

从而 Jacobi 行列式 J =
∣∣∣∂(X(i),X(j))

∂V∂Z

∣∣∣ = 1, 得到 (V,Z) 的联合密度

gij(v, z) =


n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)! (F(z))i−1(F(v + z)− F(z))j−i−1

×(1− F(v + z))n−jf(z)f(v + z), v > 0,
0, 其他.
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作业讲解

2.34 设 ξn ∼ χ2
n, 证明: 当 n → ∞ 时, (ξn − n)/

√
2n L→ N(0, 1). 利用这

一事实给出 χ2
n 的 p 分位数点与 N(0, 1) 的 p 分位数点之间的一个近似

关系.
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作业讲解

2.34 设 ξn ∼ χ2
n, 证明: 当 n → ∞ 时, (ξn − n)/

√
2n L→ N(0, 1). 利用这

一事实给出 χ2
n 的 p 分位数点与 N(0, 1) 的 p 分位数点之间的一个近似

关系.

中心极限定理：设 {Xi} 为一列独立同分布的随机变量序列, 有共同的均
值 µ 和方差 0 < σ2 < ∞, 则有

√
n(X̄n − µ)/σ

L→ N(0, 1), 其中
X̄n = 1

n
∑n

i=1 Xi.
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补充例题

设 X(1), · · · ,X(n) 为从均匀分布 U(0, 1) 中抽取的次序统计量
(1) 样本容量 n 为多大时, 才能使 P(X(n) ≥ 0.99) ≥ 0.95?
(2) 求极差 Rn = X(n) − X(1) 的密度函数;
(3) 证明统计量 Z = 2n(1− Rn) 极限分布为 χ2

4.
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补充例题

设 X(1), · · · ,X(n) 为从均匀分布 U(0, 1) 中抽取的次序统计量
(1) 样本容量 n 为多大时, 才能使 P(X(n) ≥ 0.99) ≥ 0.95?
(2) 求极差 Rn = X(n) − X(1) 的密度函数;
(3) 证明统计量 Z = 2n(1− Rn) 极限分布为 χ2

4.
解 (1)X(n) 的分布函数为 Fn(x) = (F(x))n. 为使得 P(X(n) ≥ 0.99) ≥ 0.95
即 (F(0.99))n ≤ 0.05. 由 X(1), · · · ,X(n) 的分布有 0.99n ≤ 0.05, 故
n ≥ 298.07, n 取 299.
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补充例题

设 X(1), · · · ,X(n) 为从均匀分布 U(0, 1) 中抽取的次序统计量
(1) 样本容量 n 为多大时, 才能使 P(X(n) ≥ 0.99) ≥ 0.95?
(2) 求极差 Rn = X(n) − X(1) 的密度函数;
(3) 证明统计量 Z = 2n(1− Rn) 极限分布为 χ2

4.
解 (2) 作下列变换：{

Rn = X(n) − X(1),

S = X(1)
⇐⇒

{
X(1) = S,
X(n) = Rn + S.

从而 Jacobi 行列式 J =
∣∣∣∂(X(i),X(j))

∂Rn∂S

∣∣∣ = 1, 得到 (Rn, S) 的联合密度

g1n(r, s) =
{

n(n − 1)rn−2, 0 < r < 1, 0 < s < 1, 0 < r + s < 1
0, 其他.

则 Rn 的密度函数为

g(r) =
∫ 1−r

0
n(n − 1)rn−2ds = n(n − 1)rn−2(1− r), 0 < r < 1.
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补充例题

设 X(1), · · · ,X(n) 为从均匀分布 U(0, 1) 中抽取的次序统计量
(1) 样本容量 n 为多大时, 才能使 P(X(n) ≥ 0.99) ≥ 0.95?
(2) 求极差 Rn = X(n) − X(1) 的密度函数;
(3) 证明统计量 Z = 2n(1− Rn) 极限分布为 χ2

4.
解 (3) 由 Z = 2n(1− Rn), Rn = 1− Z

2n , J = 1
2n , 从而 Z 的密度函数为

f(z) = n − 1

4n z(1− z
2n)

n−2, z > 0,

极限分布为

lim
n→∞

n − 1

4n z(1− z
2n)

n−2 = lim
n→∞

1

4
z
[
(1− z

2n)
− 2(n−2)

z
]− z

2
=

1

4
ze− z

2 ,

即 χ2
4.
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感谢观看！
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