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1 习题讲解

1.1 作业部分

1.1.5. 设 |a| < 1, 证明: 若 |z| = 1, 则
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣ = 1.

证明. 直接计算可得

|z − a|2 = |z|2 − 2zā− 2z̄a+ |a|2 = 1− 2zā− 2z̄a+ |a|2|z|2 = |1− āz|2.

1.1.6. 设 |a| < 1, |z| < 1, 证明:

(1)
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣ < 1.

(2) 1−
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣2 = (1− |a|2)(1− |z|2)
|1− āz|2

.

(3) ||z| − |a||
1− |a||z|

⩽
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣ ⩽ |z|+ |a|
1 + |a||z|

.

证明. (1-2) 直接证明 (2), (1) 是推论. 计算可得

1−
∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣2 = (1− āz − az̄ + |a|2|z|2)− (|z|2 − āz − az̄ + |a|2)
|1− āz|2

=
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− āz|2
.

(3) 考虑函数 f(t) =
α + t

β + t
,其中 α < β. 则当 t > max{−α,−β}时, f(t)是单调递增的 (糖

水不等式). 结合 |z|2 + |a|2 < 1 + |a|2|z|2 可得∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣2 = |z|2 + |a|2 − āz − az̄

1 + |a|2|z|2 − āz − az̄
⩽ |z|2 + |a|2 + 2|a||z|

1 + |a|2|z|2 + 2|a||z|
=

(
|z|+ |a|
1 + |a||z|

)2

.
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∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣2 = |z|2 + |a|2 − āz − az̄

1 + |a|2|z|2 − āz − az̄
⩾ |z|2 + |a|2 − 2|a||z|

1 + |a|2|z|2 − 2|a||z|
=

(
|z| − |a|
1− |a||z|

)2

.

1.2.14. 设 L 是由方程 azz̄ + β̄z + βz̄ + d = 0 所确定点的轨迹, 其中 a, d ∈ R, β ∈ C. 证明:

(1) a = 0, β 6= 0 时, L 是直线.

(2) a 6= 0, |β|2 − ad > 0 时, L 是一个圆周, 并求出它的圆心和半径.

证明. (1) 此时 L 方程为 β̄z + βz̄ + d = 0. 将 z = x + iy, β = a + ib 代入可得在实坐标下
L 方程为 ax+ by + d = 0, 为直线.

(2) 此时 L 的方程可整理为

L :

∣∣∣∣z + β

a

∣∣∣∣2 = |β|2 − ad

a2
.

所以 L 是一个圆周, 圆心为 −β

a
, 半径为

√
|β|2 − ad

|a|
.

1.2.15. 设 z1 6= z2, 0 < λ 6= 1, 证明由方程
∣∣∣∣z − z1
z − z2

∣∣∣∣ = λ 所确定的点 z 的轨迹是一圆周 (称

为 Apollonius 圆), 求该圆周的圆心 a 和半径 R. λ = 1 时它的轨迹是什么?

证明. 整理该方程可得∣∣∣∣z − z1
z − z2

∣∣∣∣ = λ ⇔ |z − z1|2 = λ2|z − z2|2

⇔ (1− λ2)zz̄ + (λ2z̄2 − z̄1)z + (λ2z2 − z1)z̄ + |z1|2 − λ2|z2|2 = 0.

此时 a = 1− λ2 6= 0, β = λ2z2 − z1, d = |z1|2 − λ2|z2|2. 验证可得

|β|2 − ad = (λ4|z2|2 + |z1|2 − λ2z2z̄1 − λ2z̄2z1)− (1− λ2)(|z1|2 − λ2|z2|2)

= λ2(|z1|2 + |z2|2 − z2z̄1 − z̄2z1) = λ2|z1 − z2|2 > 0.

所以由方程

∣∣∣∣z − z1
z − z2

∣∣∣∣ = λ 确定的点的轨迹是一圆周, 圆心为 z1 − λ2z2
1− λ2

, 半径为 λ|z2 − z2|
1− λ2

.

若 λ = 1, 则轨迹为 z1z2 连线的中垂线.

下面的球面表示均默认为北极投影. 回忆北极投影 π : S2 \ {N} → C 为

(x1, x2, x3) 7→
x1 + ix2

1− x3

,

逆映射为

z 7→
(

z + z̄

1 + |z|2
,

z − z̄

i(1 + |z|2)
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
.

1.3.1. 证明: 在复数的球面表示下, z 和 1

z̄
的球面像关于复平面对称.
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证明. 计算 1
z̄
的球面像坐标为

x1 =
1
z̄
+ 1

z

1 + 1
|z|2

=
z + z̄

|z|2 + 1
, x2 =

1
z̄
− 1

z

i(1 + 1
|z|2 )

=
z − z̄

i(|z|2 + 1)
, x3 =

1
|z|2 − 1
1

|z|2 + 1
=

1− |z|2

1 + |z|2
.

比较可得 z 与 1
z̄
的球面像关于复平面对称.

1.3.2. 证明: 在复数的球面表示下, z 和 w 的球面像是对径点当且仅当 zw̄ = −1.

证明. 若 zw̄ = −1, 则 −w = 1
z̄
, 由上题结论可得 z 与 −w 的球面像关于复平面对称, 而 w 与

−w 的球面像的竖坐标相等, 其余坐标相差一个负号, 所以 z 与 w 的球面像是对径点.
若 z 和 w 的球面像是对径点, 由于球极投影是从 S2 \ {N} 到 C 的一一映射, 而由前面

讨论可得 −1
z̄
的球面像与 z 的球面像是对径点, 所以 w = −1

z̄
⇒ zw̄ = −1.

1.7.3. 证明: 若 E 是紧集, f 在 E 上连续, 则 f(E) 也是紧集. 将紧集换成闭集, 结论是否成
立?

证明. 用 Heine-Borel性质: 任取 f(E)的开覆盖 {Uα : α ∈ Λ},由 {f−1(Uα) : α ∈ Λ}是 E 的

开覆盖, 由 E 紧可得它存在有限子覆盖 {f−1(Uαi
) : i = 1, · · · , N}, 从而 {Uαi

: i = 1, · · · , N}
是 f(E) 的开覆盖 {Uα} 的有限子覆盖.
用有界闭性质: 由定理 1.7.1(2) 可得有界性. 任取 f(E) 中的 Cauchy 列 wn = f(zn), 其

中 zn ∈ E. 由 E 紧致可得 {zn} 存在收敛于 E 的子列 {znk
}, 设其极限为 z0 ∈ E, 再由 f 连

续可得 wnk
= f(znk

) → f(z0) ∈ f(E), 结合 wn 本身是 Cauchy 列可得 wn → f(z0) ∈ f(E),
所以 f(E) 闭.

改为闭集不成立, 反例很多, 这里给一个: 设 E = {z ∈ C : Re z ⩾ 0} 为右半平面,
f(z) ≜ 1

|z|+1
, 则 E 是闭集, f 在 E 上连续, 但 f(E) = (0, 1] 不是闭集.

1.7.5. 证明: 若 f : D → C 在区域 D 上一致连续, 则对任意 z0 ∈ ∂D, lim
z→z0

f(z) 存在.

证明. 任取 ε > 0, 存在 δ = δ(ε) > 0, 使得对任意满足 |z1 − z2| < δ 的 z1, z2 ∈ D, 都有
|f(z1)−f(z2)| < ε. 由此可得任取 z1, z2 ∈ B(z0,

δ
2
)∩D,有 |z1−z2| < δ,从而 |f(z1)−f(z2)| < ε.

由函数的 Cauchy 收敛准则可得 lim
z→z0

f(z) 收敛.

2.1.1. 研究下列函数的可微性.
(1) f(z) = |z|.

解答. 用定义: 在 z0 = 0 处, f(z)− f(0)

z
=

|z|
z

. 当 z 取正实数时上式为 1, 取负实数时上式
为 −1, 所以 f 在 0 处不可微; 在 z0 6= 0 处, 设 z0 = r0eiθ0 . 我们考虑两种情况:

(1) z = r0eiθ, θ → θ0. 此时 f(z)− f(z0) = 0.
(2) z = reiθ0 , r → r0. 此时

f(z)− f(z0)

z − z0
=

r − r0
(r − r0)eiθ0

= e−iθ0
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为非零常数, 所以 f 在 z0 6= 0 处也不可微.
用 C-R 方程: f =

√
x2 + y2 =

√
zz̄, 在 z = 0 处不是实可微的, 进而不是复可微的.

z 6= 0 时, 有
∂f

∂z̄
=

z

2
√
zz̄

=
z

2|z|
6= 0.

所以 f 不是复可微的.

(2) f(z) = |z|2.

解答. 用定义: 整理可得

f(z0 + h)− f(z0)

z0
=

|h|2 + z̄0h+ z0h̄

h
= h̄+ z̄0 + z0

h̄

h
.

若 z0 = 0, 上式在 h → 0时收敛于 0, 所以 f 在 0处复可微, 导数为 0. 若 z0 6= 0, h沿实轴逼
近时上式收敛于 z̄0 + z0, h 沿虚轴逼近时上式收敛于 z̄0 − z0, 二者不相等, 所以 f 在 z0 6= 0

处不是复可微的.
用 C-R 方程: 首先 f = x2 + y2 处处实可微. 由 f = zz̄ 可得 ∂f

∂z̄
= z, 故 f 在 z = 0 处复

可微 (导数为 0), 其他点处不是复可微的.

(3) f(z) = Re z.

解答. 用定义: ∀z ∈ C, 此时 f(z + h)− f(z)

h
=

Reh
h

. 若 h ∈ R, 则 Reh
h

= 1, 若 h ∈ iR, 则
Reh
h

= 0. 所以极限不存在, f(z) 处处不可微.

用 C-R 方程: 实可微显然, 由 f =
z + z̄

2
可得

∂f

∂z̄
=

1

2
6= 0, 所以处处不是复可微的.

(4) f(z) = arg z.

解答. 定义域为 z 6= 0. 设 z0 = r0eiθ0 6= 0(−π < θ0 ⩽ π), 考虑两种情况:

1. z = r0eiθ(−π < θ ⩽ π), θ → θ0. 此时

f(z)− f(z0)

z − z0
=

θ − θ0
r0eiθ0(ei(θ−θ0) − 1)

→ 1

iz0
, as θ → θ0.

(最后一步可以把 ei(θ−θ0) 分解为实虚部, 然后等价无穷小).

2. z = reiθ0 , r → r0. 此时 f(z)− f(z0) ≡ 0.

综上可得 f(z) = arg z 在 z0 6= 0 处不可微.

(5) f(z) 为常数.

解答. 此时 f(z + h)− f(z)

h
≡ 0, 所以 f 处处可微, f ′(z) = 0.
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2.1.4. 设区域 G 和区域 D 关于实轴对称. 证明: 如果 f(z) 是 D 上的全纯函数, 那么
g(z) = f(z̄) 是 G 上的全纯函数.

证明. 直接计算可得

lim
h→0

g(z + h)− g(z)

h
= lim

h→0

f(z̄ + h̄)− f(z̄)

h
= lim

h→0

(
f(z̄ + h̄)− f(z̄)

h̄

)
= f ′(z̄).

最后一步由 z 7→ z̄ 的连续性可得.

上面这个习题是证明 Schwarz 对称定理的基本引理之一.

1.2 补充习题

以下补充题目均标明了来源, 具体题目可能略有改动.
1. (Stein 1.7(b)) 我们用 D 表示复平面上的单位开圆盘. 对于固定的 a ∈ D, 证明: D 上的映
射

F : z 7→ a− z

1− āz

是 D 上的全纯自同构.

证明. 由作业 1.1.6(1) 可得 |F (z)| < 1, ∀z ∈ D, 这说明 F 是从 D 到自身的映射. 由 |a| < 1

可得 F 在 D 内全纯.
然后先证明 F 是满射. 事实上, 计算可得

F (F (z)) =
a− F (z)

1− āF (z)
=

a− a−z
1−āz

1− ā a−z
1−āz

=
z(1− |a|2)
1− |a|2

= z.

然后证单射. 设 F (w) = F (w′), 由 F 满可设 w = F (z), 于是 z = F (F (z)) = F (w) = F (w′),
进而 w = F (F (w′)) = w′, 即证.

上面这题本身是很简单的, 但是它的背后其实有一个很漂亮的结论. 在 4.5 节, 我们将用
Schwarz(洗袜子) 引理证明: D 上的全纯自同构一定和 F 的形式 “差不多”, 有这样的结论:

Aut(D) =
{
z 7→ eiθ a− z

1− āz
: θ ∈ R, a ∈ D

}
.

下面这一题是为补充内容第一节作的预备工作.
2. (史济怀 1.3.3) 证明: 在球极投影下, C∞ 中点 z, w 的球面像直线距离为

ρ(z, w) =
2|z − w|√

(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)
.
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证明. 设 z, w 的球面像分别为 (x1, x2, x3), (y1, y2, y3). 先设 z, w 6= ∞. 则

ρ(z, w) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2 =
√

2(1− x1y1 − x2y2 − x3y3).

代入球面像公式可得

x1y1 + x2y2 + x3y3 =
(z + z̄)(w + w̄)− (z − z̄)(w − w̄) + (|z|2 − 1)(|w|2 − 1)

(1 + |z|2)(1 + |w|2)

=
(|z|2 − 1)(|w|2 − 1) + 2(zw̄ + z̄w)

(1 + |z|2)(1 + |w|2)

代回即可得

ρ(z, w) = 2

√
|z|2 + |w|2 − zw̄ − z̄w

(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)
=

2|z − w|√
(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)

.

若 z, w 一者为 ∞, 容易验证结论成立.

3. (复习连通性, 不属于复变范畴的习题) 证明: “拓扑学家的正弦曲线”

E =

{(
x, sin 1

x

)
: 0 < x ⩽ 1

}
∪ {(0, y) : −1 ⩽ y ⩽ 1} ≜ A ∪ B

是连通而非道路连通的.
回顾. 这里我们应用点集拓扑里的一般定义, 它与教材里的定义是等价的. 称拓扑空间

(X, T ) 是连通的, 是指不存在 X 的非空不交开子集 U, V , 使得 X = U ∪ V . 或者等价地, X
不存在非空的既开又闭真子集. 称 A ⊂ X 是连通子集, 是指 A 在子空间拓扑下成为连通空

间.

证明. 为了证明连通性, 我们先证明一般拓扑意义下的一个引理:
引理. 设 X 为拓扑空间. 若 E ⊂ X 为连通子集, 则 E 也是连通子集.
证明. 设 U 是 E 非空的既开又闭子集 (从而是全空间 X 的闭集), 由于 E 在 E 中稠密,

故 E ∩ U 是 E 的非空既开又闭子集, 由 E 连通可得 E ∩ U = E ⇒ E ⊂ U , 即 U 是包含 E

的闭集, 因此 E ⊂ U , 即 U 只能为 E. 所以 E 是连通的.
回到原题证明. 不难验证 E = A, 而 A 作为连续函数图像是连通的, 所以 E = A 连通.
然后证明 E 非道路连通. 假设不然, 则存在连接 (0, 0) 与 ( 2

π
, 1) 的连续道路 γ : [0, 1] →

E, t 7→ (x(t), y(t)). 选取 t0 = 1, 则 y(t0) = 1. 由连续函数的介值性, 可以选取 0 < t0 < t1 使

得 x(t1) =
2
3π

, 则 y(t1) = sin 3π
2
= −1. 再选取 0 < t2 < t1, 使得 x(t2) =

2
5π

, 则 y(t2) = 1. 以
此类推, 可以得到数列 tk, 对应 y(tk) = (−1)k. 注意到 {tk} 是严格递减有下界 0 的, 所以存
在极限 t0 ⩾ 0. 由于 y(·) 是连续函数, 故 y(tk) 为 Cauchy 列, 这与 y(tk) = (−1)k 矛盾. 所以
E 不是道路连通的.
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3. (Stein 1.8, 史济怀 2.1.3 是其推论) 设 U, V 为复平面上的有交开集. 证明复变函数的
链式法则: 若 f = f : U → C, z 7→ f(z, z̄), g : V → C, w 7→ g(w, w̄) 是可微的, 设
h = g ◦ f : U ∩ V → C, 则

∂h

∂z
=

(
∂g

∂w
◦ f

)
∂f

∂z
+

(
∂g

∂w̄
◦ f

)
∂f̄

∂z
,
∂h

∂z̄
=

(
∂g

∂w
◦ f

)
∂f

∂z̄
+

(
∂g

∂w̄
◦ f

)
∂f̄

∂z̄
.

由此给出全纯函数的链式法则.
复平面上的外微分算子. 这一题当然可以按照 ∂

∂z
,
∂

∂z̄
的定义直接硬算, 这里我给出

一个借助复平面上的外微分算子 d 的简单证法. 首先简要介绍 C 上的外微分算子 d. 由
z = x+ iy, z̄ = x− iy 可得

dz = dx+ idy, dz̄ = dx− idy ⇒ dx =
dz + dz̄

2
, dy =

dz − dz̄
2i .

由此可得

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

=

(
∂f

∂z
+

∂f

∂z̄

)
dz + dz̄

2
+ i

(
∂f

∂z
− ∂f

∂z̄

)
dz − dz̄

2i

=
∂f

∂z
dz + ∂f

∂z̄
dz̄.

1我们引入 1-形式值算子 ∂ ≜ ∂

∂z
dz, ∂̄ ≜ ∂

∂z̄
dz̄, 则上式可以写为

d = ∂ + ∂̄.

∂ 和 ∂̄ 是标准记号, 在其他课程中讨论具有复结构的流形或曲面时总会出现. 它们有如下简
单性质:

∂2 = ∂̄2 = ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0.

这是 Poincaré 等式 d2 = 0 的直接推论2.

证明. 设 w = f(z), 则
dw =

∂f

∂z
dz + ∂f

∂z̄
dz̄.

1也可以高射炮打蚊子: 由于 (z, z̄) 构成复平面的另一个坐标, 由于外微分算子的形式不变性, 此式立得.
2对于一般的函数 f : Cn → Cn, 仍然可以定义类似的记号. 设 (x1, y1, · · · , xn, yn) 为标准坐标, zk =

xk + iyk, z̄k = xk − iyk. 定义

∂ ≜
n∑

k=1

∂

∂zk
dzk, ∂̄ ≜

n∑
k=1

∂

∂z̄k
dz̄k.

则可以验证完全类似的结论:
d = ∂ + ∂̄, ∂2 = ∂̄2 = ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0.
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dw̄ =
∂f̄

∂z
dz + ∂f̄

∂z̄
dz̄.

由此可得

dh =
∂g

∂w
(w, w̄)dw +

∂g

∂w̄
(w, w̄)dw̄

=

(
∂g

∂w
◦ f

)(
∂f

∂z
dz + ∂f

∂z̄
dz̄

)
+

(
∂g

∂w̄
◦ f

)(
∂f̄

∂z
dz + ∂f̄

∂z̄
dz̄

)
=

[(
∂g

∂w
◦ f

)
∂f

∂z
+

(
∂g

∂w̄
◦ f

)
∂f̄

∂z

]
dz +

[(
∂g

∂w
◦ f

)
∂f

∂z̄
+

(
∂g

∂w̄
◦ f

)
∂f̄

∂z̄

]
dz̄.

结合 dh =
∂h

∂z
dz + ∂h

∂z̄
dz, 比对 dz, dz̄ 的系数即证.

下面我们给两个实际的例子, 帮同学们熟悉复微分算子的计算.

4. 以下 D,Ω 均为 C 中的区域.

(1) (史济怀 2.2.8) 设 f ∈ H(D), 证明: 对任意 p ⩾ 2, 都有

∆(|f(z)|p) = p2|f(z)|p−2|f ′(z)|2.

(2) (史济怀 2.2.14)设 u ∈ C2(Ω), f ∈ H(D),并且 f(D) ⊂ Ω. 证明: ∆(u◦f) = (∆u◦f)|f ′|2.

证明. (1) 由调和算子的复微分形式可得

∆(|f(z)|p) = 4
∂2

∂z∂z̄
(f(z)f(z))

p
2

= 2p
∂

∂z

(
∂f

∂z̄
f̄ + f

∂f̄

∂z̄

)
(ff̄)

p
2
−1

= 2p
∂

∂z
(ff ′(ff̄)

p
2
−1)

= 2p|f ′|2|f |p−2 + 2p
(p
2
− 1

)
(ff ′)f ′f̄ |f |p−4

= p2|f |p−2|f ′|2.

从这个式子出发可以得到一个很有意思的结论. 在上学期的微分方程学习中我们知道
了: 在有界区域 D 上次调和函数 (即满足 ∆u ⩾ 0 的函数) 满足强最大值原理, 即 u 的

最大值不可能在 D内部取到,除非 u是常数. 根据本题的结论,我们知道 |f(z)|p(p ⩾ 2)

是次调和函数, 若 |f(z)| 非常值 (其实这就等价于 f 非常值), 则 |f(z)|p 的最大值只能
在边界 ∂D 上取到, 进而 |f(z)| 的最大值只能在 ∂D 上取到. 这就是全纯函数的最大模
原理. 在 4.5 节, 我们将用全纯映射是开映射这一性质来证明最大模原理.
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(2) 利用复微分的链式法则, 计算可得

∆(u ◦ f) = 4
∂2

∂z∂z̄
(u ◦ f) = 4

∂

∂z

[(
∂u

∂z
◦ f

)
∂f

∂z̄
+

(
∂u

∂z̄
◦ f

)
∂f̄

∂z̄

]
= 4

∂

∂z

[(
∂u

∂z̄
◦ f

)
∂f̄

∂z̄

]
= 4

∂

∂z

(
∂u

∂z̄
◦ f

)
∂f̄

∂z̄

= 4

[(
∂2u

∂z∂z̄
◦ f

)
∂f

∂z
+

(
∂2u

∂z̄2
◦ f

)
∂f

∂z̄

]
∂f

∂z

= (∆u ◦ f)|f ′|2.

这个结论告诉我们: 若 u 在 Ω 上调和 (resp. 次调和), 则它复合一个全纯映射 u ◦ f 也
是调和 (resp. 次调和) 的. 这样 u ◦ f 同样保持一些良好的性质, 例如最大值原理, 平均
值公式等.

5. (Ahlfors 2.1.2 正文, 史济怀 2.2.18, 介绍性题目, 无需掌握) 证明: 若 u(x, y) 是关于

(x, y) ∈ R2 的实调和多项式, 则

f(z) = 2u
(z
2
,
z

2i

)
− u(0, 0)

是整函数, 并且对任意 z = x+ iy ∈ C, Re f(z) = u(x, y).

我们先简要介绍这个 f(z) 是如何凑出来的. 我们知道, 从单连通区域 D 上的实调和函

数 u 出发, 可以通过构造积分

v(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

−∂u

∂y
dx+

∂u

∂x
dy

得到 u 的共轭调和函数 v, 从而构造以 u 为实部的全纯函数 f = u + iv. 那么有没有不用积
分, 而是显式构造以 u 为实部的全纯函数的方法呢? Ahlfors 在他的复分析 2.1.2 节提到了这
样一个方法.

我们设全纯函数 f 以调和函数 u 为实部, 定义域为单连通区域. 注意到

∂f̄

∂z
=

∂f

∂z̄
= 0.

因此 f̄(z) 只与 z̄ 有关, 设 f̄(z) = g(z̄). 这时

u(x, y) =
f(x+ iy) + f(x+ iy)

2
=

f(x+ iy) + g(x− iy)
2

.

为了形式上解出 f , 我们代入 x =
z

2
, y =

z

2i , 可得

u
(z
2
,
z

2i

)
=

f(z) + g(0)

2
=

f(z) + f(0)

2
.
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由于所需要确定的 f 可以相差一个纯虚数常数, 不妨设 f(0) ∈ R, 由此可得 f(0) = u(0, 0),
所以

f(z) = 2u
(z
2
,
z

2i

)
− u(0, 0).

这就从形式上确定了 f . 史济怀上的习题 2.2.18实际上就是对于 u是调和多项式的情况严格

说明了这样定义的 f 确实是以 u 为实部的全纯函数, 现在我们给出详细证明.

证明. 全纯性是显然的, 下面证明 Re f(z) = u(x, y). 设

u(x, y) =
m∑
j=0

n∑
k=0

ajkx
jyk, ajk ∈ R.

代入 x =
z + z̄

2
, y =

z − z̄

2i 可得

u

(
z + z̄

2
,
z − z̄

2i

)
=

m∑
j=0

n∑
k=0

ajk

(
z + z̄

2

)j (
z − z̄

2i

)k

≜ u(0, 0) + u1(z) + u2(z̄) + u3(z, z̄).

其中, u(0, 0) = a00 为常数项, u1(z) 是仅与 z 有关的多项式 (从而全纯), u2(z̄) 是仅与 z̄ 有关

的多项式, u3(z, z̄) 是每项都与 z, z̄ 有关的多项式. 由展开式可得

u1(z) =
m∑
j=0

n∑
k=0

ajk

(z
2

)j ( z

2i

)k

− u(0, 0).

u2(z̄) =
m∑
j=0

n∑
k=0

ajk

( z̄
2

)j ( z̄

2̄i

)k

− u(0, 0).

u3(z, z̄) =
m+n∑
j,k=1

bjkz
j z̄k.

其中 bjk 为一些实系数. 首先由 u1, u2 的形式可得 u2(z̄) = u1(z). 由于 u 是调和函数, 所以

0 =
∂2u

∂z∂z̄
=

∂2u3

∂z∂z̄
=

m+n∑
j,k=1

jkbjkz
j−1z̄k−1.

这说明 jkbjk = 0 ⇒ bjk = 0, ∀1 ⩽ j, k ⩽ m+ n, 所以 u3 恒为零. 因此

u(x, y) = u(0, 0) + u1(z) + u1(z).

由 u1(z) 的定义式可得

u1(z) = u
(z
2
,
z

2i

)
− u(0, 0) =

f(z)− u(0, 0)

2
.

代回即可得

u(x, y) =
f(z) + f(z)

2
= Re f(z).
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6. (史济怀 2.3.3) 设 f 在 D ∪ {1} 上全纯, 并且 f(D) ⊂ D, f(1) = 1. 证明: f ′(1) ⩾ 0.
分析. 先从几何直观考虑. 我们考虑 f ′(1) 6= 0 的情况, 此时 f ′(1) 是保角的. 如果

arg f ′(1) 6= 0, 那么它就会将过点 1 处的曲线旋转一定角度. 如图所示, 我们取一段包含在 D
内 “足够竖直” 的圆弧, 与 D 的切点为 1. 此时在 f 的作用下, 这段圆弧被旋转了一定角度,
跑到了 D 外面. 但 f(D) ⊂ D, D 内的弧线段在作用后仍应该位于圆盘内, 这就导出了矛盾.
下面我们给出严格的证明.

f ′(1)

C

D
1

证明. 由 f 在 z = 1 处全纯可得, 在 z = 1 附近成立

f(z) = f(1) + f ′(1)(z − 1) + o(|z − 1|) = 1 + f ′(1)(z − 1) + o(|z − 1|), |z| < 1.

由 f(D) ⊂ D 可得 |f(z)| < 1, 因此

1 > |f(z)|2 = 1 + 2Re(f ′(1)(z − 1)) + o(|z − 1|).

设 z − 1 = reiθ, 则有
Re(f ′(1) · reiθ) + o(r) < 0.

这里 θ 的取值范围是 (π
2
, 3π

2
). 令 r → 1, 即可得

Re(f ′(1)eiθ) ⩽ 0, ∀θ ∈
(
π

2
,
3π

2

)
.

设 φ = arg f ′(1), 则 cos(φ + θ) ⩽ 0, ∀θ ∈ (π
2
, 3π

2
), 由此即可得 φ = 0, 因此 f ′(1) = |f ′(1)| ⩾

0.

2 补充内容

本次习题课的补充内容都是介绍性的, 了解即可.
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2.1 关于 Riemann 球面的进一步讨论

我们从扩充复平面谈起. 在复分析的学习中, 无穷远点这一概念常常会出现. 例如它可
以作为某些复变函数的孤立奇点. 但是, 我们对复变函数的分析是建立在良好的度量与拓扑
结构上的, 如果仅仅把 ∞ 生硬地加入复平面这个家, 这时我们很难展开对这样一个朴素集合
C∞ = C ∪ {∞} 的分析. 而这时 Riemann 球面与球极投影就帮了我们的大忙. 阅读本节需要
一丢丢点集拓扑的基础 (很简单的基础! 如果有同学不了解可以问问 chatgpt).

回顾一类常用的构造拓扑3的方法: 设 (X, TX) 为拓扑空间, Y 为非空集合, f : X → Y

为一个映射. 则 Y 上可以定义如下拓扑4:

TY = {U ⊂ Y : f−1(U) ∈ TX}.

现在我们来看北极投影 π : S2 → C∞, S2 上自带一个子空间拓扑, 所以我们可以把球面拓扑
通过一一映射 π 移植在 C∞ 上, 这样 C∞ 就有了余诱导拓扑 Tπ.

这个拓扑结构是不是足够 “好” 的呢? 我们需要验证: C 上由度量给出的拓扑就等于它
作为 C∞ 的子空间继承而来的拓扑. 这一点是容易验证的, 因为 C 与 S2 \ {N} 同胚, 同胚映
射即为球极投影. 另一方面, 可以验证球极投影将球面上的圆周映为 C 上的圆周, 我们可以
看到, 球极投影把北极点附近的一个小球冠映成了区域 {z ∈ C∞ : |z| ⩾ R}, 所以该区域就
是 ∞ 的一个邻域. 注意到球面 S2 是紧致的, 所以 C∞ ∼= S2 也是紧致的. 这是一个有趣的发
现: 我们给无穷平面新加一个点, 竟然获得了紧致的拓扑空间! 实际上, 这个操作是可以一般
化的, 拓扑学上称之为一点紧致化5.

下面, 我们给出 C∞ 上的度量 ρ. 实际上我们早就给出来了, 正是补充习题第 2 题, 即

ρ(z, w) ≜ |π(z)− π(w)| = 2|z − w|√
(|z|2 + 1)(|w|2 + 1)

.

我们来验证上式确实是一个度量.

1. 正定性: 非负显然. 若 ρ(z, w) = 0, 则 π(z) = π(w), 从而 z = w.

2. 对称性显然.

3. 三角不等式: 任取 z, w, ζ ∈ C∞, 则

ρ(z, ζ) = |π(z)− π(ζ)| ⩽ |π(z)− π(w)|+ |π(w)− π(ζ)| = ρ(z, w) + ρ(w, ζ).

3为了节省篇幅, 讲义中省略了一些定义, 例如拓扑、度量等.
4这个拓扑有个名字, 叫余诱导拓扑 (co-induced topology), 它是 Y 上使得 f 连续的最强拓扑.
5设 (X, T ) 是不紧致的 Hausdorff 空间, 元素 ω /∈ X. 定义 X∗ = X ∪ {ω}, 以及 X∗ 的子集族

T∗ = T ∪ {X∗} ∪ {X∗ \K : K是X的紧致子集}.

可以验证: (1) (X∗, T∗)是紧致拓扑空间; (2) T∗在X 上诱导的子空间拓扑就等于 T . 称 (X∗, T∗)是 (X, T )的一

点紧致化. 例如, C∞ ∼= S2 即为 C的一点紧致化;更一般地, Sn = {(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 : x2
1+· · ·+x2

n+1 = 1}
同胚于 Rn 的一点紧致化.
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可以看到, ρ 在 C∞ 上诱导的拓扑 Tρ 和余诱导拓扑 Tπ 都是通过球极投影把球面上的度

量拓扑移植到扩充复平面上, 所以二者定义了相同的拓扑. 一个直接的推论是: (C∞, ρ) 是紧

致度量空间, 所以是完备的. 而我们注意到, 在这个度量下 ρ(z,∞) = 2√
|z|2+1

, 所以 ∞ 所在

的开球必然形如 {z ∈ C∞ : |z| ⩾ R}, 这也解释了在一些复分析教材上 B(∞, R) 的定义.
(下面是关于黎曼曲面的一点介绍, 可以不看)上面我们谈论了球极投影对于扩充复平面

的意义, 它把球面上的拓扑结构和度量结构移植到了 C∞ 上. 反过来, 球极投影实际上也给
出了球面 S2 上的复结构. 设 U = S2 \ {N}, V = S2 \ {S}(这里 N 为北极点, S 为南极点),
则 {U, V } 给出了 S2 的开覆盖. 通过北极与南极对应的球极投影, 我们知道 U, V 都同胚于

C, 这就说明球面在局部可以等同于 C 上的开集. 若记 π 为北极投影, p 为南极投影, 我们称
(U, π̄), (V, p) 是球面上的复坐标. 计算可得 π̄−1 ◦ p = 1

z
: C× → C×, 为全纯映射, 这时我们称

这两个复坐标是相容的, 构成 S2 上的复图册 (complex atlas). 这个复图册实际就给出了球面
上的复结构, 此时球面成为一个黎曼曲面 (满足一些良好的拓扑性质6, 又存在一个复图册).
这样, 我们就可以把复分析里一些手法用于球面等黎曼曲面上的研究, 而不仅限于复平面.

2.2 关于全纯映射几何意义的一些补充

复变函数中最重要的内容之一就是引入了全纯函数的概念, 它直接说明了研究复变函数
的重要性: 全纯 (复可微) 并不等同于实可微! 它对函数的要求要强得多. 这里我们补充说明
并简单介绍全纯函数的一些几何性质.

先对课上讨论过的保角性作一些补充. 我们已证明了: 若 f 为区域 D 上的全纯映射, 且
在 z0 ∈ D 处满足 f ′(z0) 6= 0, 则 f 在 z0 处是保角的. 现在我们将要说明: 若 f ′(z0) = 0, 则 f

在 z0 处一定不保角.
为了说明这一点, 我们先来讨论 f(z) = zm 在原点处是否保角, 这里 m ⩾ 2 为正整数.

任取过原点的光滑正则曲线 γ(t), 则像曲线为 σ(t) = (γ(t))m, 从而 σ′(t) = mγ′(t)(γ(t))m−1.
此时

Argσ′(t) = Arg γ′(t) + (m− 1)Arg γ(t).

由此即可得

lim
t→0

Argσ′(t) = lim
t→0

Arg γ′(t) + (m− 1) lim
t→0

Arg γ(t)

t
= mArg γ′(0).

所以 Argσ′(0) = mArg γ′(0), 对应地

Argσ′
2(0)− Argσ′

1(0) = m(Arg γ′
2(0)− Arg γ′

1(0)),

所以 f 不再保角, 而是将夹角变为原来的 m 倍.
6更确切地说, 是指 Hausdorff 以及第二可数
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对于一般的全纯函数, 不妨设 z0 = 0, 且 f ′(0) = 0. 我们先提前用一下 Taylor 展开 (对
于复变函数, 全纯与解析 (局部可展开为幂级数) 是等价的):

f(z)− f(0) = amz
m + am+1z

m+1 + · · ·

这里 m ⩾ 2, am 为非零复数. 此时 f 实际就把曲线的夹角扩大为原来的 m 倍.

现在我们从切映射的角度来讨论全纯函数的几何性质. 从二元实函数 f(x, y) 入手, 这时
函数的微分 df 给出了从切空间 T(x,y)R2 到 Tf(x,y)R2 的实线性变换7. 现在, 我们在 R2 上赋

予复数的代数结构, 这时我们可以自然地考虑: 何时 f 能成为复线性映射? 实际上, 我们有
下述定理.

定理 1. f 在 z ∈ C 处复可微, 当且仅当 f 在 z ∈ C 处实可微, 且 df : TzC → Tf(z)C 是复线
性映射.

证明. 我们实际只需证明, 在 f 实可微时, df : TzC → Tf(z)C 是复线性映射等价于 Cauchy-
Riemann 方程在 z 处成立. 设 f = u + iv. 若将 TzC 视为 C, 则 1 = (1, 0), i = (0, 1) 是该切

空间的一组基. 计算可得

df(i(1, 0)) = df((0, 1)) = (uy, vy), idf((1, 0)) = i(ux, vx) = (−vx, ux).

df((0, 1)i) = f((−1, 0)) = (−ux,−vx), idf((0, 1)) = i(uy, vy) = (−vy, uy).

由上述即证.

复线性条件是一个代数条件. 现在, 我们从几何角度来讨论该条件. 任取 X ∈ T(x,y)R2 ∼=
C, X 7→ iX 可以视作在切平面上的一个作用, 它把切向量逆时针旋转了 π

2
8. 所以, 我们得到

了一族光滑映射 j = {jz : TzC → TzC | z ∈ C}, jz(X) = iX. 每个切平面 TzC 上存在自然的
基 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), 在作用 jz 下变换为 e1 7→ e2, e2 7→ −e1. 在上述记号下, f 在 z 处

全纯等价于 (df)z ◦ jz = jz ◦ (df)z, 在 C 上全纯等价于 df ◦ j = j ◦ df . 这是全纯的另一种等
价定义.

(下面是一些超前介绍, 可以不看) 实际上, 对于一般的复流形 (例如球面), 它们在局部
与 Cn 中的开集同胚, 也可以定义完全类似的作用 (比如球面, 它在北极邻域与南极邻域与 C
同胚):

jp : TpM → TpM,
∂

∂xi

7→ ∂

∂yi
,

∂

∂yi
7→ − ∂

∂xi

,

这里 { ∂
∂x1

, ∂
∂y1

, · · · , ∂
∂xn

, ∂
∂yn

} 是切空间 TpM 的一组基. 这是由流形上的复结构定义的作用.
设 (M, jM), (N, jN) 为复流形, 则光滑映射 f : M → N 全纯等价于 df ◦ jM = jN ◦ df .

7课上细讲这个概念
8这其实也说明了, 若 df 是单射 (即 f 是浸入, 此时表现为局部微分同胚), 则 df 是保角的. 这就是我们课

上所讲的保角性
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这种定义的重要之处在于, 我们可以适当放松对函数族 j 的要求, 来获得更一般的几何
结构与函数性质. 例如: 如果光滑映射族 J = {Jp : TpM → TpM}满足 J2

p = −1, 我们就称 J

是一般流形 M 上的近复结构. 在这种意义下, 我们可以定义所谓拟全纯函数 (J-holomorphic
function) 为 f : (M,JM) → (N, JN), 满足 df ◦ JM = JN ◦ df . 容易看到, 复结构是特殊的近
复结构, 全纯函数是特殊的拟全纯函数.

综上所述,全纯概念不仅仅是分析学上很重要的概念,它还具有着很深刻的几何意义. 复
分析这门课也是兼具分析与几何特征的课程!

(如果还有些时间, 这里可以前瞻性地介绍一些这学期会学到的全纯函数的分析性质, 讲
义里不再赘述)
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