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例 4.1. P103.4：设 f 在 B(0, R)中全纯，0 < r < R，则

(1) f(0) = 1
2π

∫ 2π

0
f(reiθ) d θ(平均值公式)。

(2) f(0) = 1
πr2

∫∫
|z|<r

f(z) d x d y。

证明. (1) f(0) = 1
2πi

∫
|z|=r

f(z)
z

d z = 1
2πi

∫ 2π

0
f(reiθ)
reiθ

reiθ · i d θ。
(2) RHS = 1

πr2

∫ r

0

∫ 2π

0
f(ρeiθ)ρ d ρ d θ = 1

πr2

∫ r

0
2πf(0)ρ d ρ = f(0)。

例 4.2. P103.5：设 u为 B(0, R)中的调和函数，则对 0 < r < R，

u(0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(reiθ) d θ.

称为调和函数的平均值公式。

证明. 由于B(0, R)单连通，存在 V 使得 U + iV 全纯，故在 4(1)中两边取实部即可。

5 Cauchy积分公式的应用

定理 5.1. Cauchy不等式：设 f 在 B(a,R)中全纯，且对任意 z ∈ B(a,R), |f(z)| ≤ M，

则

|f (n)(a)| ≤ n! ·M
Rn

, n = 1, 2, · · · .

证明. 取 0 < r < R，f 在 B(a, r)中全纯，从而

|f (n)(a)| =
∣∣∣∣∣ n!2πi

∫
|z−a|=r

f(ζ)

(ζ − a)n+1
d ζ

∣∣∣∣∣ ≤ n!

2π

M

rn+1
2πr =

n!M

rn
.

令 r → R即可。

定理 5.2. Liouville定理：有界的整函数1为常数。

证明. 设 |f(z)| ≤ M, ∀ z ∈ C，任取 a ∈ C, ∀ R > 0，由定理 5.1，|f ′(a)| ≤ M
R
，令

R → +∞，则 f ′(a) = 0，从而 f ′(z) ≡ 0 ⇒ f =常数。

1即在 C上全纯的函数。
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定理 5.3. 代数学基本定理：任意非常数的复系数多项式

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0 (an ̸= 0)

在 C中有零点。

证明. 反证法。假设 P (z) ̸= 0, ∀ z ∈ C，则 1
p(z)
全纯。于是

|P (z)| = |anzn|
∣∣∣∣Å1 + an−1

anz
+ · · ·+ a1

anzn−1
+

a0
anzn

ã∣∣∣∣ → +∞, (|z| → +∞)

从而存在 R > 0，当 |z| > R 时 | 1
P (z)

| ≤ 1，而 1
P (z)
在 B(0, R) 中连续 ⇒ ∃ M >

0, s.t. | 1
P (z)

| ≤ M, ∀ z ∈ B(0, R)，所以 1
p(z)
为有界的整函数，于是为常数，进而 P (z)为

常数，矛盾。

定理 5.4. Morera：设 f 在区域D中连续，且沿着D中任意可求长简单闭曲线的积分为

零，则 f 在 D中全纯。

证明. 由条件知，变上限积分 F (z) =
∫ z

a
f(ζ) d ζ 有定义，且 F (z)全纯，F ′(z) = f(z) ⇒

f(z)全纯。

评论. 将条件减弱为“沿 D中任意三角形边界积分为零”，结论仍成立。

任取 a ∈ D，取 δ > 0 s.t. B(a, δ) ⊂ D，对 ∀ z ∈ B(a, δ)，定义

F (z) =

∫
γz

f(ζ) d ζ,

其中 γz 为从 a出发，先水平，再竖直的到 z的唯一道路。

下证 F ′(z) = f(z)。
F (z + h)− F (z)

h
=

1

h

∫
Γ

f(ζ) ζ

(Γ为连接 z和 z + h的线段)，∣∣∣∣F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1h
∫
Γ

(f(ζ)− f(z)) d ζ

∣∣∣∣ ≤ 1

|h|

∫
Γ

|f(ζ)− f(z)|| d ζ|.
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6 非齐次的 Cauchy积分公式

设 f = u+ iv, u, v ∈ C1(D)，f 可以看出 z, z的函数，

dz = dx+ idy, dz = dx− idy.

定义 dz ∧ dz = 0, dz ∧ dz = 0, dz ∧ dz = −dz ∧ dz, dz ∧ dz = −2idx ∧ dy，以及

• 0次微分形式：ω = f(z)；

• 1次微分形式：ω = f(z)dz + g(z)dz；

• 2次微分形式：ω = f(z)dz ∧ dz。

则 d为外微分算子：

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz,

d(f(z)dz + g(z)dz) = df ∧ dz + dg ∧ dz =

Å
−∂f

∂z
+

∂g

∂z

ã
dz ∧ dz.

定理 6.1. Green公式：设区域D是由若干条可求长简单闭曲线围成的区域，ω = f(z)dz+

g(z)dz是 D上的一次微分形式，其中 f, g ∈ C1(D)，则∫
∂D

ω =

∫
D

dω.

定理 6.2. Pompeiu公式：设 D 是由若干条可求长简单闭曲线围成的区域，f ∈ C1(D)，

则对 ∀ z ∈ D，有

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
d ζ +

1

2πi

∫∫
D

∂f(ζ)

∂ζ

1

ζ − z
d ζ ∧ d ζ.

证明. 设 z ∈ D，∀ ε > 0，取 η > 0 s.t. B(z, η) ⊂ D，当 |ζ − z| < η时 |f(ζ)− f(z)| < ε。

记 Bη = B(z, η)，令 Gη = D \Bη，ω = f(ζ)
ζ−z

dζ (ζ ∈ Gη)，由 Green公式，∫
∂Gη

ω =

∫∫
Gη

dω, dω =
∂f(ζ)

∂ζ

1

ζ − z
dζ ∧ dζ.

从而 ∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
ζ −

∫
∂Bη

f(ζ)

ζ − z
d ζ =

∫∫
Gη

dω.

而这里
∫
∂Bη

f(ζ)
ζ−z

d ζ = 2πi · f(z)，且

lim
η→0

∫∫
Gη

dω = lim
η→0

Ç∫∫
D

dω −
∫∫

Bη

dω

å
=

∫∫
D

dω.

这是因为 ∂f(ζ)

∂ζ
在 Bη 上连续⇒ ∃ M = M(z, η) > 0, s.t.

∣∣∣∂f(ζ)
∂ζ

∣∣∣ ≤ M，于是∣∣∣∣∣
∫∫

Bη

dω

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫∫

Bη

∂f(ζ)

∂ζ

1

ζ − z
d ζ ∧ d ζ

∣∣∣∣∣∫∫
Bη

M · 1

|ζ − z|
|2i| · d x d y = 2M

∫ η

0

r d r

∫ 2π

0

1

r
d θ = 4Mπη → 0 (η → 0).
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