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3 全纯函数的原函数

我们熟知，对于 f : R → R连续，则 f 有原函数 F (x) =
∫ x

a
f(t) d t。

那么，是否类似地对 f : D → C全纯，f 也有原函数呢？

很遗憾，并非如此。

例如，f(z) = 1
z
, z ∈ C \ {0}，f(z) 是原函数。这是因为如果 f(z) 由原函数，则∫

|z|=1
1
z
d z = 0，但

∫
|z|=1

1
z
d z = 2πi，矛盾。

定理 3.1. 设 f : D → C连续，如果对D中任何可求长简单闭曲线 γ，
∫
γ
f(z) d z = 0，则

F (z) =
∫ z

z0
f(z) d z是 f(z)的一个原函数。

证明. 由条件知 F (z)是良定义的。

任取 a ∈ D，对 ∀ ε > 0, ∃ δ > 0, B(a, δ) ⊂ D，且当 |z−a| < δ时，|f(z)−f(a)| < ε。

于是 ∣∣∣∣F (z)− F (a)

z − a
− f(a)

∣∣∣∣ = 1

|z − a|

∣∣∣∣∫
γz

f(z) d z −
∫
γz

f(a) d z

∣∣∣∣
≤ 1

|z − a|

∫
γz

|f(z)− f(a)|| d z| ≤ 1

|z − a|
ε · |z − a| = ε

从而 F ′(a) = f(a)。

推论. 若 D为单连通区域，f : D → C全纯，则 f 有原函数。

证明. 对D中的任意可求长简单闭曲线 γ，由单连通性，γ的内部包含在D中，由Cauchy
积分定理，

∫
γ
f(z) d z = 0。

定理 3.2. 设 D为单连通区域且 0 /∈ D，则存在 D上的全纯函数 F (z)，满足 eF (z) = z，

即 Logz在 D中有单值分支。
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证明. 固定 z0 ∈ D，令 F (z) =
∫ z

z0

1
z
d z +C0, (e

C0 = z0)。由于D单连通，F (z)良定义。

d

dz

Ä
ze−F (z)

ä
= e−F (z) + ze−F (z)(−F ′(z)) = 0, ∀ z,

⇒ze−F (z) = const. = z0e
−F (z0) = z0e

−C0 = 1

⇒eF (z) = z.

该定理可进一步推广。

定理 3.3. 设 f 为单连通区域D上的全纯函数且 f(z) ̸= 0, ∀ z ∈ D，则存在D上的全纯

函数 F (z)满足 eF (z) = f(z)，即 Logf(z)在 D中有单值分支。

评论. 若 D非单连通，则 F (z) =
∫ z

z0
f(z) d z可能是多值函数。

例 3.1. f(z) = 1
z
, D = C \ {0}，取 z0 = 1。

按第一种路径，有∫
γ

1

z
d z =

∫
γ1

1

z
d z +

∫
γ2

1

z
d z

=

∫ |z|

1

1

x
d x+

∫ arg z

0

reiθ · i d θ
reiθ

, |z| = r

= log |z|+ i arg z.

图 1: 第一种路径

按第二种路径，有 ∫
γ

1

z
d z = 2πi+

∫
γ1

1

z
d z +

∫
γ2

1

z
d z

= log |z|+ i arg z + 2πi.
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图 2: 第二种路径

4 Cauchy积分公式

定理 4.1. 设 D是由可求长简单闭曲线 γ 围成的区域，如果 f ∈ H(D) ∩ C(D)，则对任

意 z ∈ D, f(z) = 1
2πi

∫
γ

f(ζ)
ζ−z

d ζ。

证明. 设 z ∈ D，对 ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 s.t. B(z, δ) ⊂ D，当 |ζ − z| ≤ δ时 |f(ζ)− f(z)| < ε。

于是 ∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
d ζ − f(z)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γδ

f(ζ)

ζ − z
d z − 1

2πi

∫
γδ

f(z)

ζ − z
d ζ

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫
γδ

|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z|

| d ζ| ≤ 1

2π
ε
1

δ
2πδ = ε.

定理 4.2. 设 D是由可求长简单闭曲线 γ 围成的区域，f ∈ H(D) ∩ C(D)，则 f 在 D中

有任意阶导数，对 ∀ z ∈ D，

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
d ζ, (n ≥ 0).

证明. n = 0即定理 4.1。假设结论对 n− 1成立。

∀ z ∈ D, ∀ h ∈ C s.t. z + h ∈ D，则

f (n−1)(z + h)− f (n−1)(z)

h
=

(n− 1)!

2πi

∫
γ

f(ζ)

h

Å
1

(ζ − z − h)n
− 1

(ζ − z)n

ã
d ζ.

再利用 an − bn = (a− b)
∑n−1

j=0 a
jbn−1−j，

=
(n− 1)!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z − h)(ζ − z)

n−1∑
j=0

1

(ζ − z − h)j(ζ − z)n−1−j
d ζ

h→0→ n!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
d ζ.
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评论. 若 D是由若干条简单闭曲线围成的区域，结论也成立。

推论. 若 f 在区域 D上全纯，则 f 在 D上有任意阶导数。特别地，全纯函数的导函数

也是全纯的。

证明. ∀ z ∈ D, ∃ δ > 0, B(z, δ) ⊂ D，对 γ = ∂B(z, δ)，由定理 4.2即可。

例 4.1. 计算 I =
∫
|z|=2

d z
z2(z2+16)

。

解. 分两种方法计算：
(1) I = 1

16

∫
|z|=2

( 1
z2

− 1
z2+16

) d z = 0。

(2) I =
∫
|z|=2

1
z2+16

(z−0)2
d z = 2πi

Ä
1

z2+16

ä′∣∣∣
z=0

= 0。

例 4.2. 计算 I =
∫
|z|=2

1
(z3−1)(z+4)2

d z。

解. 取 R > 0很大，那么∫
|z|=R

d z

(z3 − 1)(z + 4)2
− I =

Å
1

z3 − 1

ã′∣∣∣∣
z=−4

· 2πi = − 32

1323
πi,∫

|z|=R

d z

(z3 − 1)(z + 4)2
=

∫
|z|=R

O(
1

R5
)| d z| = O(

1

R4
) = 0, R → +∞.
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