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Part III

Cauchy积分理论

1 复变函数的积分

定义 1.1. 设曲线 γ : z = z(t), (a ≤ t ≤ b)为可求长曲线，f 定义在 γ 上。若 Riemann和
n∑

k=1

f(ζk) · (z(tk) − z(tk−1))在 |π| → 0时，有有限的极限且与分割 π 及 ζk 的选取无关，

则称 f 在 γ 上可积，极限记为 ∫
γ

f(z) d z.

若 lim
|π|→0

n∑
k=1

f(ζk)|z(tk)− z(tk−1)|存在，记之为
∫
γ
f(z)| d z|。

设 f 在 γ 上连续，f(z) = U(x, y) + iV (x, y), z(tk) = xk + iyk，那么
n∑

k=1

f(ζk)(z(tk)− z(tk−1))

=
n∑

k=1

(U(ξk, ηk) + iV (ξk, ηk))(∆x+ i∆y)

=
n∑

k=1

[(U ·∆x− V ·∆y) + i(V ·∆x+ U ·∆y)]

|π|→0→
∫
γ

(U d x− V d y) + i

∫
γ

(V d x+ U d y).

命题 1.1. 设 f = u+ iv在可求长曲线 γ 上连续，则∫
γ

f(z) d z =

∫
γ

(u d x− v d y) + i

∫
γ

(v d x+ u d y).

评论. dz = dx+ idy, f(z)dz = (u+ iv)(dx+ idy) = udx− vdy + i(vdx+ udy)。

若曲线是光滑的，则有
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命题 1.2. ∫
γ

f(z) d z =

∫ b

a

f(z(t)) · z′(t) d t.

证明. ∫ b

a

f(z(t)) · z′(t) d t =
∫ b

a

(u(x(t), y(t)) + iv(x(t), y(t))) · (x′(t) + iy′(t)) d t

=

∫ b

a

[(u · x′(t)− v · y′(t)) + i(v · x′(t) + u · y′(t))] d t

=

∫
γ

(u d x− v d y) + i

∫
γ

(v d x+ u d y)

=

∫
γ

f(z) d z.

评论.
∫
γ
f(z)| d z| =

∫ b

a
f(z(t))·|z′(t)| d t。特别取 f(z) ≡ 1时，|γ| =

∫
γ
| d z| =

∫
γ
|z′(t)| d t。

例 1.1. 计算
I =

∫
|z−a|=r

d z

(z − a)n
, n ∈ Z.

定向为逆时针。

解. 设 z = a+ reiθ, (0 ≤ θ < 2π), dz = reiθ · idθ，那么

I =

∫ 2π

0

reiθ · i d θ
rneinθ

=

∫ 2π

0

r1−nei(1−n)θi d θ

= r1−ni

∫ 2π

0

(cos(1− n)θ + i sin(1− n)θ) d θ =

0, n ̸= 1,

2πi, n = 1.

命题 1.3. 设D ⊂ C为区域，f : D → C连续且有原函数 F (z)(即 F ′(z) = f(z))，则对D

中的任意光滑曲线 γ : z = z(t) (a ≤ t ≤ b)，有∫
γ

f(z) d z = F (z(b))− F (z(a)) = F (z(t))|ba

证明. ∫
γ

f(z) d z =

∫ b

a

f(z(t)) · z′(t) d t

=

∫ b

a

(F (z(t)))′ d t = F (z(t))|ba.
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例 1.2. ∫
γ

1 d z = z(t)|ba = z(b)− z(a),∫
γ

z d z =
1

2
z2(t)|ba =

1

2
(b2 − a2),∫

|z|=1

1

z
d z = 2πi.

于是我们获知 f(z) = 1
z
在 |z| = 1的邻域中无原函数，因为积分一圈不为零。

定理 1.4. 设 f, g在可求长曲线 γ 上连续，则

(1)
∫
γ− f(z) d z = −

∫
γ
f(z) d z，γ−是与 γ 反向的曲线。

(2)
∫
γ
(αf(z) + βg(z)) d z = α

∫
γ
f + β

∫
γ
g。

(3)
∫
γ1∪γ2 f(z) d z =

∫
γ1
f(z) d z +

∫
γ2
f(z) d z。

(4) (*)|
∫
γ
f(z) d z| ≤

∫
γ
|f(z)| · | d z|(绝对值不等式)。

证明. (4) ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ζk)(z(tk)− z(tk−1))

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|f(ζk)| · |z(tk)− z(tk−1)|.

推论. 设 γ 的长度为 L，M = sup
z∈γ

|f(z)|，则∣∣∣∣∫
γ

f(z) d z

∣∣∣∣ ≤ M · L.

称为长大不等式。

例 1.3. 设 f 在 D \ {a}上连续。证明：若 lim
z→a

(z − a)f(z) = A，则

lim
r→0

∫
Γr

f(z) d z = iαA

这里 Γr 为逆时针张开 α角且半径为 r的圆弧。

证明. 设 (z − a)f(z) = A+ φ(z), lim
z→a

φ(z) = 0，那么

f(z) =
A

z − a
+

φ(z)

z − a

⇒
∫
Γr

f(z) d z =

∫
Γr

A

z − a
d z +

∫
Γr

φ(z)

z − a
d z.

而
∫
Γr

A
z−a

d z = iαA，∣∣∣∣∫
Γr

φ(z)

z − a
d z

∣∣∣∣ ≤ ∫
Γr

|φ(z)|
|z − a|

| d z| ≤ sup
z∈Γr

|φ(z)| · alphar
r

→ 0 (z → a).

例 1.4. 平面闭曲线 γ 围成的图形的面积 S = 1
2i

∫
γ
z d z。
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证明.
1

2i

∫
γ

z d z =
1

2i

∫
γ

(x− iy)(d x+ i d y)

=
1

2i

[∫
γ

(x d x+ y d y) + i

∫
γ

(−y d x+ x d y)

]
Green
=

1

2i
i

∫∫
S

2 d x ∧ d y = S.

评论. dz ∧ dz = (dx− idy) ∧ (dx+ idy) = 2idx ∧ dy。

2 Cauchy积分定理

定理 2.1. (Goursat)：设 D为区域，f : D → C全纯，若 γ 为 D中的三角形的边界，且

γ 的内部包含在 D中，则
∫
γ
f(z) d z = 0。

证明. 设 γ(0) = γ，我们作出三角形的三条中线，将三角形划分成四个更小的三角形，取

逆时针，记为 γ
(1)
i , 1 ≤ i ≤ 4。那么∣∣∣∣∫
γ(0)

f(z) d z

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

4∑
i=1

∫
γ
(1)
i

f(z) d z

∣∣∣∣∣ ≤ 4 max
1≤i≤4

∣∣∣∣∣
∫
γ
(1)
i

f(z) d z

∣∣∣∣∣ .

图 1: 三角形的二分

故存在某个 γ
(1)
i 使得 |

∫
γ0
f(z) d z| ≤ 4|

∫
γ
(1)
i

f(z) d z|。记 γ
(1)
i 为 γ(1)，依次选取

γ(2), γ(3), · · ·，满足 ∣∣∣∣∫
γ(j)

f(z) d z

∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣∫
γ(j+1)

f(z) d z

∣∣∣∣ .
用 ∆n表示 γ(n)所围的闭三角形，那么

(1) ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ · · ·；
(2) diam∆n → 0；

(3) |γ(n)| = L
2n
, L = |r(0)|；

(4) |
∫
γ
f(z) d z| ≤ 4n|

∫
γ(n) f(z) d z|。
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由闭集套定理，存在唯一的 z0 ∈
∞⋂
n=1

∆n ∈ D，故 f 在 z0处可微，于是

f(z)− f(z0) = f ′(z0) · (z − z0) + φ(z) · (z − z0)

(
lim
z→z0

φ(z) = 0

)
⇒

∣∣∣∣∫
γ(n)

f(z) d z

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
γ(n)

f(z0) d z +

∫
γ(n)

f ′(z)(z − z0) d z +

∫
γ(n)

φ(z)(z − z0) d z

∣∣∣∣
≤

∫
γ(n)

|φ(z)||z − z0|| d z| ≤ sup
z∈γ(n)

|φ(z)||γ(n)| · |γ(n)| = L2

4n
sup

z∈γ(n)

|φ(z)|

⇒
∣∣∣∣∫

γ

f(z) d z

∣∣∣∣ ≤ sup
z∈γ(n)

|φ(z)| · L2 → 0 (n → ∞).
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