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3 导数的几何意义

我们考虑复平面上的一段曲线 γ : [0, 1] → C，那么 γ′(t)dt代表着曲线在 t处的切向

量。若有一全纯函数 f 作用在曲线上，得到一段新的曲线 f ◦ γ : [0, 1] → C，那么其在 t

处的切向量为：

(f ◦ γ(t))′dt = f ′(γ(t))γ′(t)dt.

观察等式右端，γ′(t)dt为原曲线在 t处的切向量，而 f ′(γ(t))可以认为是向量前后变化

的复数倍率，即一方面使得向量逆时针旋转 arg f ′(γ(t)) 的角度，另一方面使得向量放

缩 |f ′(γ(t))|的倍率。
进而我们可以预测，如果有两条曲线 γ1(t), γ2(t)在 t处相交，切向量在 t处有一夹

角 ∠A。那么在全纯函数 f 的作用下，新的曲线 f ◦ γ1(t), f ◦ γ2(t)在 t处的切向量夹角

为 ∠B，于是应该有
∠A = ∠B.

这称为全纯函数的保角性。进而一个微三角形在变化前后应当相似，这称为共形性。

图 1: 全纯映射将一点处的所有切向量旋转放缩相同的倍率

下面是一个例子。

例 3.1. 考虑 u+ iv = w = f(z) = z2 = (x+ iy)2 = x2 − y2 + 2xyi。
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则在 uv 平面中一条竖直的线，对应 xy 平面中的双曲线。水平的线亦对应双曲线。

且交点处的正交性被保持。

设 w = f(z) = u+ iv，则

J f =

∣∣∣∣∣∂u∂x ∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ = u2
x + v2x = |f ′(z)|2.

为面积的伸缩比。若 f : D → Ω为全纯双射，则

Area(Ω) =

∫∫
D

|f ′(z)|2 · d σ.

例 3.2. (P50.3)f : B(0, 1) ∪ {1}全纯，f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1), f(1) = 1。证明：f ′(1) ≥ 0。

证明. 从几何的角度看，考虑在 1 处取一个更小的内切圆，圆弧在 1 处的切向量竖直。

设 θ = arg f ′(1) > 0，那么我们考虑从内切圆下半圆弧趋近 1，此时切向量被逆时针旋

转 θ角而进入圆的内部，意味着圆弧必然被映射到 B(0, 1)外，这与题意矛盾。类似地，

若 arg f ′(1) < 0，则从上半圆弧趋近之，同样导出矛盾。

于是 f ′(1)是实数，若 f ′(1) < 0，则考虑从实轴上趋于 1的一条曲线，其切向量被

映为指向实轴负向的向量，与上面的矛盾类似。从而 f ′(1) ≥ 0。

4 初等函数

4.1 指数函数

设 z = x+ iy，则

ez := ex(cos y + i sin y).

此时 U(x, y) = ex cos y, V (x, y) = ex sin y，满足 C-R方程。
(1) (ez)′ = ex cos y + iex sin y = ez；

(2) eiθ = cos θ + i sin θ；

(3) ∀ z ∈ C, ez ̸= 0；

(4) ez1ez2 = ez1+z2；

也可定义 ez =
∞∑
n=0

zn

n!
，则更为严谨，此时上面的性质均为计算验证。

注意到

ez1 = ez2 ⇔ Rez1 = Rez2, Imz1 = Imz2 + 2kπ (k ∈ Z)

⇔ z1 − z2 = 2kπi (k ∈ Z).

于是我们只需在 C的一个条带状区域上观察 ez 的行为，将带形区域映为扇形区域：

定义 4.1. 设 f : Ω → C 全纯，如果在 D ⊂ Ω 且 f |D 是单射，则称 f |D 为单叶全纯的
(Univalent)，D称为 f 的一个单叶性域。
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图 2: ez 的作用

4.2 对数函数

设 z ̸= 0，若 ew = z，则称 w为 z的指数，记为 Logz。

注意，Logz是多值函数：z = reiθ, w = x+ iy ⇒

ex = r,

y = θ + 2kπ (k ∈ Z)
。从而我

们可以给出 Logz的表达式：

Logz = log |z|+ iθ + 2kπi (θ = arg z ∈ (−π, π]), z ∈ C \ {0}.

固定 k ∈ Z，wk(z) = log |z| + iθ + 2kπi。虽然在 C \ {0}中有定义，但是它在 (−∞, 0)

上不连续。然而在 C \ (−∞, 0]上它是全纯的。
∂U

∂r
=

1

r
=

1

r

∂V

∂θ
,
∂V

∂r
= 0 = −1

r

∂U

∂θ

多值函数的支点 当 z 绕某点一周时，多值函数 (为保持连续性) 回不到初始值，该点
称为支点。

例如，0,∞为 Logz的支点。

评论. 可以证明：若 D ∈ C为单连通区域，且 0 /∈ D。则存在全纯函数 f : D → C满足
ef(z) = z，即在 D中 Logz有单值分支。
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