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定理 11.2. 设 f(z)为整函数且没有零点，则存在整函数 g(z)使得 f(z) = eg(z)。

设 f(z)只有有限多个零点 0, a1, a2, · · · , an，重数分别为m,m1, · · · ,mn，则令

p(z) = zm(z − a1)
m1 · · · (z − an)

mn = Azm
Å
1− z

a1

ãm1

· · ·
Å
1− z

an

ã
.

则 f(z)
g(z)
为整函数且无零点，故存在整函数 g(z)s.t. f(z) = eg(z)p(z)。

定理 11.3. Weierstrass因子分解定理：设 f(z)为整函数，零点为 0, · · · , 0, a1, a2, · · · , (0 <

|a1| ≤ |a2| ≤ · · · )，则 f(z)可以表示为

f(z) = zmeh(z)
∞∏
n=1

Å
1− z

an

ã
e

z
an

+ 1
2(

z
an
)
2
+···+ 1

n−1(
z
an
)
n−1

.

其中 h(z)为整函数。

证明. 记 En =
Ä
1− z

an

ä
e

z
an

+ 1
2(

z
an
)
2
+···+ 1

n−1(
z
an
)
n−1

。任取 R > 0，取 N s.t. n ≥ N 时

|an| > 2R且 n < N 时 |an| ≤ 2R。
∞∏
n=1

En = elog(
∏∞

n=1 En) = e
∑∞

n=1 logEn ,

logEn = log

Å
1− z

an

ã
+

ñ
z

an
+

1

2

Å
z

an

ã2
+ · · ·+ 1

n− 1

Å
z

an

ãn−1
ô
.

当 |z| ≤ R且 n ≥ N 时
∣∣∣ z
an

∣∣∣ ≤ R
2R

= 1
2
，故

logEn =
∞∑

m=1

Å
− 1

m

Å
z

an

ãmã
+
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z

an
+ · · ·+ 1

n− 1

Å
z

an

ãn−1
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=
∞∑

m=n

Å
− 1

m

Å
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ãmã
|logEn| ≤

∣∣∣∣ zan
∣∣∣∣n
Ç
1 +

∣∣∣∣ zan
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ zan

∣∣∣∣2 + · · ·
å

=

∣∣∣∣ zan
∣∣∣∣n
Ñ

1

1−
∣∣∣ z
an

∣∣∣
é

≤ 2 · 1

2n
=

1

2n−1
.

故
∞∑

n=N

logEn 在 |z| ≤ R中一致收敛⇒
∞∏

n=N

En 在 |z| ≤ R中全纯⇒
∞∏
n=1

En 在 |z| ≤ R

中全纯。由 R的任意性，
∞∏
n=1

En在 C中全纯且零点为 a1, a2, · · · ⇒ f(z)/zm
∞∏
n=1

En为无
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零点的整函数。

设 f(z)为非常数的整函数，记M(r) = max
|z|=r

|f(z)|。

定义 11.1. 设 f(z)为整函数，若存在 λ > 0使得对充分大的 r > 0有M(r) < er
λ
，则称

f(z)有有限的增长阶数。称 ρ = inf λ为 f(z)的增长阶数。

例 11.1. 设 f(z) = amz
m + · · ·+ a1z + a0 (am ̸= 0)，对 ∀ λ > 0, M(r) < Arm < er

λ (r充
分大时)⇒ ρ = 0。

例 11.2. f(z) = ez
m
, ρ = m。

定理 11.4. 设 f(z)是增长阶数为 ρ的整函数，an ̸= 0为 f(z)的所有非零的零点，则对

∀ ε > 0，级数
∞∑
n=1

1

|an|ρ+ε
< +∞.

(增长阶数与零点分布的关系)

证明. See the Chapter5 Section2 Theorem 2.1 (ii) of Stein《Complex Analysis》, page 138.

定理 11.5. Hadamard：设 f(z)为增长阶数为 ρ的整函数，k为正整数且 k ≤ ρ < k + 1。

设 an ̸= 0为 f(z)的所有非零的零点，则存在次数 ≤ k的多项式 h(z)，使得

f(z) = zmeh(z)
∞∏
n=1

Å
1− z

an

ã
e

z
an

+ 1
2(

z
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)+···+ 1

k(
z
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)
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.

例 11.3. 设 f(z)为有限阶整函数，则 f(z)可以取到每一个有穷复数，至多可能有一个

例外值。

证明. 设 ∃ α ̸= β 且 f(z) ̸= α, f(z) ̸= β, ∀ z ∈ C，则 f(z)− α无零点。由 H-定理，存
在多项式 h(z) s.t f(z)−α = eh(z), eh(z) ̸= β−α, ∀ z ∈ C，即 h(z) ̸= log(β−α), ∀ z ∈ C，
与代数学基本定理矛盾。

例 11.4. 将 f(z) = sin(πz)展开为无穷级数。

解. 按定义 sin(πz) = 1
2i
(eπiz − e−πiz)，而 |ez| ≤ e|z|，故 | sin πz| ≤ 1

2
(eπ|z| + eπ|z|) = eπ|z|，

故M(r) ≤ eπr ⇒ ρ ≤ 1。

另一方面 | sin πir| = 1
2
(eπr − e−πr) > 1

4
eπr (r充分大时)。故M(r) > 1

4
eπr ⇒ ρ = 1。

而 sin(πz)的零点为 0,±1,±2, · · · ,±n，由 H-定理，取 k = 1，

sin πz = z1 · eAz+B

∞∏
n=1

ï(
1− z

n

)
e

z
n

Å
1− z

−n

ã
e

z
−n

ò
= zeAz+B

∞∏
n=1

Å
1− z2

n2

ã
.

而 lim
z→0

sin(πz)
z

= π = eB ⇒ eB = π，把 z换成 −z，得 e−Az+B = eAz+B ⇒ A = 0。

故 sin(πz) = πz ·
∞∏
n=1

Ä
1− z2

n2

ä
。
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Part VI

全纯开拓

定义 11.2. 设 f : G → C全纯，若存在 D ⊋ G及全纯函数 F : D → C，且 F |G = f，则

称 F 为 f 的一个全纯开拓。

例 11.5. f(z) =
∞∑
n=0

zn (|z| < 1), F (z) = 1
1−z

, (z ̸= 1)，则 F (z)是 f(z)的全纯开拓。

12 Schwarz对称原理

定理 12.1. Painlevé原理：设 D是区域，γ1, · · · , γn是 D中的可求长曲线，如果 f 在 D

上连续，在 D \
n⋃

k=1

γk 上全纯，则 f 在 D中全纯。

证明. Morera定理。

定理 12.2. Schwarz对称原理：设区域 D关于实轴对称，如果 f 满足：

(1) f 在 D+ = D ∩ {z | Imz ≥ 0}中全纯；
(2) f 在 D ∩ {z | Imz ≥ 0}中连续；
(3) f(D ∩ R) ⊂ R，
则

F (z) =

f(z), z ∈ D ∩ {z | Im ≥ 0},

f(z), z ∈ D−

是 f 的全纯开拓。

证明. 设 z ∈ D−，则 ζ = z ∈ D+，

∂

∂z
f(z) =

∂f(z)

∂z
=

∂f(ζ)

∂ζ
= 0.

对于 C∞中的圆周 γ，用 C+
∞(γ), C−

∞(γ)表示 C∞被 γ 分割成的两个单连通区域。

定理 12.3. 推广的 S-对称原理：设 C∞中的区域 D关于圆周 γ 对称。如果 f 满足

(1) f 在 D ∩ C+
∞(γ)全纯且连续到 γ 上；

(2) f(D ∩ γ) ⊂ Γ，Γ为圆周 (以 w0为圆心)；
(3) 对 ∀ z ∈ D ∩ C+

∞(γ), f(z) ̸= w0，

则 f 可以全纯开拓到 D上的全纯函数 F，且 F 将 γ 的对称点映为 Γ的对称点。
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