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我们回忆，留数定理告诉我们：∫
γ

f(z) d z = 2πi
n∑

i=1

Res(f, zi).

留数部分的计算，当 zi为极点时，利用定理 9.2的公式；当 zi为本性奇点，考虑 Laurent
展开 −1项。

例 9.1. 1. ∫
|z|=2

d z

1 + z2
= 2πi(Res(f, i) + Res(f,−i)) = 0,

Res(f, i) = lim
z→i

(z − i)
1

(z + i)(z − i)
=

1

2i
.

2. ∫
|z|=1

ez

sin z
d z = 2πi · lim

z→0
z

ez

sin z
= 2πi.

3. ∫
|z|=1

ez+
1
z d z = 2πiRes(f, 0),

ez+
1
z = ez · e

1
z = (1 + z +

z2

2!
+ · · · )(1 + 1

z
+

1

2!z2
+ · · · ),

1

z
的系数 =

∞∑
n=1

1

(n− 1)!n!
= Res(f, 0).

4. ∫
|z|=1

z2 sin2 z

(1− ez)5
d z = 2πi · Res(f, 0),

z2(z − z3

3!
+ · · · )2

(−z − z2

2!
− · · · )5

=
z4(1 = z2

3!
)2

z5(1 + z
2!
+ · · · )5

⇒ Res(f, 0) = −1.

10 计算定积分

引理 10.1. 若 f(z)在D : 0 < |z−a| ≤ r, θ1 ≤ arg(z−a) ≤ θ2中连续，且 lim
z→a

(z−a)f(z) =

A，则

lim
ρ→0

∫
γρ

f(z) d z = Ai(θ2 − θ1), γρ : z = a+ ρeiθ (θ1 ≤ θ ≤ θ2).
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证明. ∫
γρ

f(z) d z =

∫ θ2

θ1

f(a+ ρeiθ)ρeiθi d θ

=

∫ θ2

θ1

f(z)(z − a)i d θ → A

∫ θ2

θ1

i d θ = Ai(θ2 − θ1).

引理 10.2. Jordan：若 f(z)在R0 ≤ |z| < +∞, Imz > 0连续，且 lim
z→∞

f(z) = 0，设 α > 0，

则

lim
R→+∞

∫
γR

eiαzf(z) d z = 0.

O−R R

γR

证明. 设M(R) = max
|z|=R

{|f(z)|}，则∣∣∣∣∫
γR

eiαzf(z) d z

∣∣∣∣ ≤ M(R) ·
∫ π

0

∣∣∣eiα(R cos θ+iR sin θ)
∣∣∣R d θ

= M(R) ·R
∫ π

0

e−αR sin θ d θ = 2M(R)R

∫ π
2

0

e−αR sin θ d θ

< 2M(R)R

∫ π
2

0

e−αR 2
π
θ d θ =

π

α
M(R)(1− e−αR) → 0 (R → +∞).

特别地对
∫ +∞
−∞ f(x) d x型的积分，有相应的策略，概括来讲是下面三步：

1. 复化；
2. 取合适的积分路径；
3. 留数定理。

例 10.1. I =
∫ +∞
−∞

dx
(1+x2)n+1 (n ≥ 0)。

解. 复化取 f(z) = 1
(1+z2)n+1，如图选取积分路径。

O−R R

γR

i
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则∫ R

−R

d x

(1 + x2)n+1
+

∫
γR

f(z) d z = 2πi · Res(f, i),
∫
γR

f(z) d z → 0,

Res(f, i) =
1

n!
lim
z→i

dn

d zn

Å
1

(n+ i)n+1

ã
=

(−1)n(n+ 1)(n+ 2) · · · (2n)
n!

1

(2i)n+1
.

令 R → +∞,
∫ +∞
−∞

dx
(1+x2)n+1 = (2n)!π

22n(n!)2
。

例 10.2. 证明：
∫ +∞
−∞

eax

1+ex
d x = π

sin(πa)
(0 < a < 1)。

证明. 1 + ez = 0 ⇒ z = iπ + 2kπi (k ∈ Z)，令 f(z) = eaz

1+ez
，如图选取矩形围道。

O−R R

iπ

2iπ

γ1

γ2

γ3

∫ R

−R

eax

1 + ex
d x+

∫
γ1∪γ2∪γ3

f(z) d z = 2πi · Res(f, iπ),

Res(f, iπ) = lim
z→iπ

(z − iπ)
eaz

1 + ez
= lim

z→iπ

eaz

ez−eiπ

z−iπ

=
eaπi

(az)′|z=iπ

= −eaπi,∣∣∣∣∫
γ1

eaz

1 + ez
d z

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

|ea(R+iy)|
|1 + eR+iy|

|i| d y ≤
∫ 2π

0

eaR

eR − 1
d y ≤

∫ 2π

0

eaR

1
2
eR

d y

= e(a−1)R4π → 0, (R → +∞)∣∣∣∣∫
γ3

eaz

1 + ez
d z

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π

0

|ea(−R+iy)|
|1 + e−R+iy|

d y ≤
∫ 2π

0

e−aR

1
2

d y → 0, (R → +∞)∫
γ2

eaz

1 + ez
d z =

∫ −R

R

ea(x+2πi)

1 + ex+2πi
d x = −e2πai

∫ R

−R

eax

1 + ex
d x

⇒
∫ ∞

−∞

eax

1 + ex
d x =

−2πi · eaπi

1− e2πai
=

−2πi

e−aπi − eaπi
=

π

sin(aπ)
.

例 10.3.
∫ +∞
−∞ f(x) cos ax d x,

∫ +∞
−∞ f(x) sin ax d x (a > 0)，令F (z) = f(z)eiaz，当 lim

z→∞
f(z) =

0，可以用 Jordan引理。

例 10.4. Laplace积分：I =
∫ +∞
0

cos ax
1+x2 d x (a > 0).

解. 取 F (z) = eiaz

1+z2
，考虑如图的围道：

O−R R

γR
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∫ R

−R

F (x) d x+

∫
γR

F (z) d z = 2πi · Res(F, i) = π · e−a.

令 R → +∞,
∫ +∞
−∞

cos ax+i sin ax
1+x2 d x = πe−a，取实部 I = π

2
e−a。

例 10.5. Dirichlet积分：
∫ +∞
0

sinx
x

d x = π
2
。

证明. 令 F (z) = eiz

z
，如图取围道。

O−R R

γR

−ϵ ϵ

γϵ

∫ −ε

−R

eix

x
d x+

∫
γε

eiz

z
d z +

∫ R

ε

eix

x
d x+

∫
γR

eiz

z
d z = 0.

而第一项 =
∫ ε

R
e−ix

−x
(− d x) = −

∫ R

ε
e−ix

x
d x，第二项由引理 10.1计算得 −πi，第四项由

Jordan引理为零，故
∫ R

ε
2i·sinx

x
d x → πi，即

∫ +∞
0

sinx
x

d x = π
2
。
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