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7 孤立奇点

定义 7.1. 若 f 在 0 < |z − z0| < R中全纯，在 z0处无定义，则称 z0为 f 的孤立奇点。

(i) 若 lim
z→z0

f(z)存在，则称 z0为可去奇点。

(ii) 若 lim
z→z0

f(z) = ∞，则称 z0为 f 的极点。

(iii) 若 lim
z→z0

f(z)不存在，则 z0称为 f 的本性奇点。

定理 7.1. Riemann：z0为 f 的可去奇点⇔ f 在 z0附近有界。

证明. ⇒：显然。
⇐：设 0 < ε < R s.t. 当 0 < |z − z0| < ε 时 ∃ M, |f(z)| ≤ M，设 f(z) =

+∞∑
n=−∞

an(z − z0)
n，其中 an = 1

2πi

∫
|z−z0|=ρ

f(ζ) d ζ
(ζ−z0)n+1 (0 < ρ < ε)，当 n ≥ 1时，

|a−n| =
∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z−z0|=ρ

f(ζ)

(ζ − z0)−n+1
d ζ

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

M

ρ−n+1
2πρ = Mρn → 0, ρ → 0

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)
n (0 < |z − z0| < R) ⇒ lim

z→z0
f(z) = a0 ∈ C ⇒ z0 为 f 的可去奇

点。

评论. 若 z0为 f 的可去奇点，补充定义 f(z0) = lim
z→z0

f(z)，则 f 在 |z − z0| < R中全纯。

定理 7.2. z0为 f 的极点⇔ z0为
1
f
的零点。

证明. z0 为 f 的极点 ⇒ lim
z→z0

f(z) = ∞ ⇒ ∃ ε > 0，当 0 < |z − z0| < ε 时 |f(z)| ̸=
0 ⇒ φ(z) := 1

f(z)
在 0 < |z − z0| < ε中全纯，且 lim

z→z0
φ(z) = 0 ⇒ z0 为 φ的可去奇点且

φ(z0) = 0。

反过来，设 φ(z0) = 0，则 lim
z→z0

f(z) = lim
z→z0

1
φ(z)

= ∞。

定义 7.2. z0称为 f 的m阶极点，如果 z0为
1
f
的m阶零点。

定理 7.3. z0为 f 的m阶极点⇔ a−m ̸= 0且当 n ≥ m时 a−n = 0。
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证明. ⇒：设 z0为 f的m阶极点，则 z0为
1
f
的m阶零点。故在 z0附近

1
f(z)

= (z−z0)
mg(z)，

g(z)在 z0 处全纯且 g(z0) ̸= 0 ⇒ 1
g(z)
在 z0 处全纯，设

1
g(z)

= c0 + c1(z − z0) + · · · (c0 ̸=
0) ⇒ f(z) = (z − z0)

−m 1
g(z)

= c0
(z−z0)m

+ c1
(z−z0)m−1 + · · ·。

⇐：由条件知 (z− z0)
mf(z) = a−m + a−(m−1)(z− z0) + · · · =: φ(z)，则 φ(z)在 z0处

全纯且 φ(z0) = a−m ̸= 0，故 1
f(z)

= (z − z0)
m 1

φ(z)
⇒ z0为

1
f
的m阶零点。

综上，设 f 在 0 < |z− z0| < R中的 Laurent展开式为 f(z) =
+∞∑

m=−∞
am(z− z0)

m，则

(1) z0为 f(z)的可去奇点⇔ a−n = 0, n ≥ 1时。

(2) z0为 f 的m阶极点⇔ a−m ̸= 0且 n > m时 a−n = 0。

(3) z0为 f 的本性奇点⇔有无穷多个 n ≥ 1使得 a−n ̸= 0。

定理 7.4. Weierstrass：设 z0 为 f 的本性奇点，则对任意 A ∈ C∞，存在 zn → z0 且

lim
n→∞

f(zn) = A。

证明. (1) 设 A = ∞，由定理 7.1，f 在 z0 附近无界⇒ ∀ n > 0, ∃ |zn − z0| < 1
n
，且

|f(z)| > n，故 lim zn = z0且 lim
n→∞

f(zn) = ∞。
(2) 设 A ∈ C，设 φ(z) = 1

f(z)−A
，若 φ(z) 在 z0 附近有界 ⇒ z0 为 φ(z) 的可去奇点

⇒ φ(z)在 z0处全纯。

(i) 若 φ(z0) ̸= 0，则 f(z) = A+ 1
φ(z)
在 z0处全纯，矛盾。

(ii) 若 φ(z0) = 0，则 lim
z→z0

f(z) = ∞，与 z0为本性奇点矛盾。

同理 φ(z)在 z0附近无界⇒ ∃ zn → z0, f(zn) → A。

对于∞为孤立奇点的情形：

定义 7.3. 若 f 在 R < |z| < +∞中全纯，则称∞为 f 的孤立奇点。

令 g(z) = f(1
z
)，则 g(z)在 0 < |z| < 1

R
中全纯。若 z = 0为 g的可去奇点 (m阶极

点，本性奇点)，则称∞为 f 的可去奇点 (m阶极点，本性奇点)。

设 f在 |z| > R中的Laurent级数为 f(z) =
+∞∑

n=−∞
anz

n，则 g(z) = f(1
z
) =

∑+∞
n=−∞ anz

−n。

故

(1) ∞为 f 的可去奇点⇔ n ≥ 1时 an = 0 ⇔ f(z) = a0 +
a−1

z
+ a−2

z2
+ · · ·。

(2) ∞ 为 f 的 m 阶极点 ⇔ ∃ m ≥ 1, am ̸= 0 且当 n > m 时 an = 0 ⇔ f(z) =

amz
m + · · ·+ a1z + a0 +

a−1

z
+ · · ·。

(3) ∞为 f 的本性奇点⇔存在无穷多个 n ≥ 1 s.t. an ̸= 0。

例 7.1. (1) 0为 e
1
z 的本性奇点。

(2) ∞为 ez 的本性奇点。

例 7.2. 非孤立奇点的例子：f(z) = 1
sin 1

z

, zn = 1
nπ
为 f 的奇点，z = 0为 f 的非孤立奇点。
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例 7.3. (1) e
1

1−z

ez−1
；

(2) ecot
1
z。

解. (1) (a) lim
z→1

1
1−z

= ∞而 lim
z→∞

ez 不存在⇒ z = 1为 f 的本性奇点。

(b) e2kπi− 1 = 0, (ez − 1)′|z=2kπi = e2kπi ̸= 0 ⇒ 2kπi为 ez − 1的 1阶零点⇒ 2kπi

为 f 的 1阶极点。

(c) ∞为非孤立的奇点。
(2) 0是非孤立奇点，∞, 1

kπ
为本性奇点。
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