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我们已经知道
∣∣∣ z−z1
z−z2

∣∣∣ = k为圆周 (k > 0)。
反过来，设 γ : |z− a| = R为一个圆周，设 z1, z2为 γ的对称点。则 | z−z1

z−z2
| = |z1−a|

R
=

R
|z2−a|。

定理 5.7. 任何圆周都可以表示为 | z−z1
z−z2

| = k(常数)> 0，其中 z1, z2为圆周的对称点。

分式线性变换 w = f(z) = z−z1
z−z2
把圆族 Ck : | z−z1

z−z2
| = k (k > 0)映为 w−平面上的圆

族 |w| = k。

定理 5.8. 分式线性变换将圆周映为圆周且将对称点映为对称点。

证明. 设 γ : | z−z1
z−z2

| = k, w = f(z) = az+b
cz+d
，则 z = f−1(w) = −dw+b

cw−a
⇒∣∣∣∣∣ −dw+b

cw−a
− z1

−dw+b
cw−a

− z2

∣∣∣∣∣ = k ⇒
∣∣∣∣(cz1 + d)w − (az1 + b)

(cz2 + d)w − (az2 + b)

∣∣∣∣ = k.

(1) 若 cz1 + d ̸= 0, cz2 + d ̸= 0，则 |w−f(z1)
w−f(z2)

| = k′。

(2) 若 cz1 + d = 0，则 cz2 + d ̸= 0且 az1 + b ̸= 0，故 |w − f(z2)| = k′ > 0为圆周 Γ，

此时 f(z1) = ∞ ⇒ f(z1), f(z2)关于 Γ对称。

(3) 若 cz2 + d = 0，类似。

注意 w = f(z) = az+b
cz+d

= z最多只有 2个解，除非 f = id。

故当 L1, L2同时将三个不同点 z1, z2, z3都映为 w1, w2, w3，则

L−1
1 ◦ L2(zi) = zi (i = 1, 2, 3) ⇒ L−1

1 ◦ L2 = id ⇒ L1 = L2.

给定 z2, z3, z4 ∈ C∞将 z2, z3, z4分别映为 0, 1,∞的分式线性变换 L∗(z) = z−z2
z−z4

· z3−z4
z3−z2

。

若 zi = ∞ (2 ≤ i ≤ 4)，则在上式中令 zi → ∞，例如 z2 = ∞，则 L∗(z) = z3−z4
z−z4
。

定义 5.3. 给定 z1, z2, z3, z4 ∈ C∞，定义 z1, z2, z3, z4的交比为

(z1, z2, z3, z4) = L∗(z1) =
z1 − z2
z1 − z4

· z3 − z4
z3 − z2

.

定理 5.9. 分式线性变换 L保持交比不变，即

(z1, z2, z3, z4) = (L(z1), L(z2), L(z3), L(z4)).
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证明. 设 wi = L(zi)，则 L∗ ◦ L−1将 w2, w3, w4映为 0, 1,∞，故

(w1, w2, w3, w4) = L∗ ◦ L−1(w1) = L∗(z1) = (z1, z2, z3, z4).

将三点 z1, z2, z3 映为 w1, w2, w3 的唯一的分式线性变换的方程为 (w,w1, w2, w3) =

(z, z1, z2, z3)，即

(w − w1)(w2 − w3)

(w − w3)(w2 − w1)
=

(z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)
. (∗)

几个重要的分式线性变换：

(1) 将上半平面映为单位圆盘。
于是实轴被映为 |w| = 11。设 L(α) = 0, Imα > 0，则 L(α) = ∞，故 L(z) =
z−α
z−α

· λ (λ ∈ C)，

1 = |L(1)| =
∣∣∣∣1− α

1− α
· λ

∣∣∣∣ = |λ| ⇒ L(z) = eiθ
z − α

z − α
.

(2) 将 |z| < 1映为 |w| < 1。

设 L(α) = 0 (|α| < 1)，则 L( 1
α
) = ∞，故

L(z) =
z − α

z − 1
α

· λ =
z − α

1− αz
· λ′

1 = |L(1)| =
∣∣∣∣1− α

1− α
· λ′

∣∣∣∣ = |λ′| ⇒ L(z) = eiθ · z − α

1− αz
.

(3) 将上半平面映为上半平面。
设 w = L(z) = az+b

cz+d
，将实轴映为实轴，由 (*)知 a, b, c, d ∈ R。

w − w =
az + b

cz + d
− az + b

cz + d
=

(ad− bc)(z − z)

|cz + d|2
, Imz > 0.

故 Imw > 0 ⇔ ad− bc > 0。

1因为边界被映射到边界。

2


