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定理 5.3. Schwarz引理：设 f : B(0, 1) → B(0, 1)全纯且 f(0) = 0，则

(1) |f(z)| ≤ |z|；
(2) |f ′(0)| ≤ 1；

(3) 若存在 z0 6= 0使得 |f(z0)| = |z0|或者 |f ′(0)| = 1，则存在 θ ∈ R s.t. f(z) = eiθz。

证明. (1) f(0) = 0，故 f(z) = a1z + a2z
2 + · · · = zg(z), g(0) = a1 = f ′(0)，g(z)在

B(0, 1)中全纯。

任取 0 < r < 1，当 |z| = r时 |g(z)| = |f(z)|
|z| ≤ 1

r
，由最大模，当 |z| < r时 |g(z)| ≤ 1

r
，

令 r → 1，当 |z| < 1时，|g(z)| ≤ 1 ⇒ |f(z)| ≤ |z|。
(2) |f ′(0)| = |g(0)| ≤ 1。

(3) 若 ∃ z0 6= 0 s.t. |f(z0)| = |z0|，则 |g(z0)| = 1。由最大模原理，g(z) = Const. =

g(z0) = eiθ, ∃ θ，故 f(z) = eiθz。

若 |f ′(0)| = 1，则 |g(0)| = 1 ⇒ g(z) = Const.。

定义 5.1. 设 D为区域，f : D → D单叶全纯且 f(D) = D，则称 f 为域 D上的一个全

纯自同构 (Automorphism)。
D上全体全纯自同构的集合记为 Aut(D)，Aut(D)在复合下构成群，称为 D的全

纯自同构群。

设 |α| < 1，定义 φα(z) =
α−z
1−αz

, φα(α) = 0, φα(0) = α, |φα(z)| < 1。且

φα ◦ φα(z) =
α− α−z

1−αz

1− α · α−z
1−αz

=
−ααz + z

1− |α|2
= z.

这就意味着 φα可逆且 φ−1
α = φα。

定理 5.4.
Aut(B(0, 1)) =

ß
f(z) = eiθ

a− z

1− az

∣∣∣∣ θ ∈ R, |a| < 1

™
.

证明. 设 f ∈ Aut(B(0, 1))，设 f(a) = 0 (|a| < 1)，令 g = f ◦ φa, g(0) = f ◦ φa(0) = 0，

那么由 S-引理，|g(z)| ≤ |z|对 |z| < 1，由于 g可逆，g−1 ∈ Aut(B(0, 1)), g−1(0) = 0。由

S-引理，|g−1(z)| ≤ |z|对 |z| < 1，令 z = g(w)，则 |w| ≤ |g(w)|对 |w| < 1。
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从而 |g(z)| = |z|对 |z| < 1，由 S-引理，g(z) = eiθz, ∃ θ，于是 f = f ◦ φa ◦ φa =

g ◦ φa。

定理 5.5. Schwarz-Pick：设 f : B(0, 1) → B(0, 1)全纯，对于 a ∈ B(0, 1), f(a) = b，则

(1) ∀ |z| < 1, |φb ◦ f(z)| ≤ |φa(z)|；
(2) |f ′(z)|

1−|f(z)|2 ≤ 1
1−|z|2；

(3) (1)或 (2)中等号成立，则 f ∈ Aut(B(0, 1))。

证明. (1) 令 g = φb ◦ f ◦φa，则 g(0) = 0。由 S-引理，|g(z)| ≤ |z|，即 |φb ◦ f ◦φa(z)| ≤
|z|, ∀ z。令 z = φa(w)，则 |φb ◦ f(w)| ≤ |φa(w)|。

(2) 由 S-引理，|g′(0)| ≤ 1，即 |(φb ◦ f ◦ φa)
′(0)| ≤ 1，即 |φ′

b(b)f
′(a)φ′

a(0)| ≤ 1。易见

φ′
a(z) =

|a|2−1
(1−az)2

, φ′
a(0) = |a|2 − 1, φ′

a(a) =
−1

1−|a|2，故
1

1−|b|2 |f
′(a)|(−|a|2 + 1) ≤ 1 ⇒

|f ′(a)|
1−|f(a)|2 ≤ 1

1−|a|2。

(3) 若等号成立，则 g = φb ◦ f ◦ φa为旋转映射⇒ f = φb ◦ g ◦ φa ∈ Aut(B(0, 1))。

例 5.7. 设 f : B(0, 1) → B(0, 1)全纯，证明：

||f(0)| − |z||
1− |f(0)| · |z|

≤ |f(z)| ≤ |f(0)|+ |z|
1− |f(0)| · |z|

.

证明. 左边不等号不成立，如 f(z) = z2。

另一方面，由 S-P定理，|φf(0) ◦ f(z)| ≤ |φ0(z)| = |z|，

|f(z)| = |φf(0) ◦ (φf(0) ◦ f)(z)| =
|f(0)− φf(0) ◦ f(z)|
|1− f(0)φf(0) ◦ f(z)|

=
|f(0)|+ |z|

1− |f(0)| · |φf(0) ◦ f(z)|
≤ |f(0)|+ |z|

1− |f(0)| · |z|
.

分式线性变换

考虑变换

L(z) =
az + b

cz + d
(a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0).

我们有如下事实：

1. c 6= 0时，除去 z = −d
c
，L(z)全纯。

c = 0时，L(z) = Az + b，在 C上全纯。
2. L(z)有反函数，z = L−1(w) = −dw+b

cw−a
。

3. c 6= 0时，规定 L(−d
c
) = ∞, L(∞) = a

c
。

c = 0时，规定 L(∞) = ∞，
此时，L : C∞ → C∞为一对一映射。
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4. 分解。c = 0时 L(z) = Az + B, A = reiθ (r > 0)，于是由旋转 z1 = eiθz，伸缩

z2 = rz1，平移 L(z) = z2 +B 复合而成。

c 6= 0时，L(z) = a
c
+ bc−ad

c2
1

z+ d
c

，这里反演 z 7→ 1
z
可以分解为 z 7→ 1

z
, z 7→ z，分别

为关于圆周和实轴的对称。

定义 5.2. 设 γ : |z − a| = R，如果 z2 − a = R2

z1−a
，则称 z1, z2关于 γ 对称。

评论. 蕴含了 a, z1, z2共线，且
|z1−a|

R
= R

|z2−a|。

命题 5.6. 过圆周 γ 的两个对称点 z1, z2的任意圆周与 γ 正交。

证明. 设 Γ是过 z1, z2的圆周，过 a点作 Γ的切线，切点为 z′。由切割线定理，

|z′ − a|2 = |z1 − a||z2 − a| = R2 ⇒ z′ ∈ Γ.

于是 γ 与 Γ在 z′处正交。

圆周的表示

(1) 考虑 |z−z1|
|z−z2| = k (z1, z2 ∈ C为给定的两点)。

(i) k 6= 1, |z − z1| = k|z − z2|。
易见，当 |z1| = λ|z2|时，|z1 − λ2z2| = λ|z1 − z2|，故 |z − z1 − k2(z − z2)| =
k|(z − z1)− (z − z2)|，即∣∣∣∣z − z1 − k2z2

1− k2

∣∣∣∣ = k

|1− k2|
|z1 − z2|.

可以验证，z1, z2为这个圆周的对称点。

(ii) k = 1，则为直线 (在 C∞中可以看成圆周)。
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