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我们回忆 f 全纯⇔ f 解析⇒ f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)
n，那么对于初等函数而言：

(1) f(z) = ez, f (n)(0) = 1 (n = 0, 1, 2, · · · ), ez =
∞∑
n=0

zn

n!
(z ∈ C)。

(2) cos z =
∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!
, sin z =

∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+1)!
。

(3)
∞∑
n=1

zn

n
= − log(1− z) (|z| < 1)，即 log(1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 zn

n
(|z| < 1)。

(4) (1 + z)α =
∞∑
n=0

Ç
α

n

å
zn (|z| < 1),

Ç
α

n

å
:= α(α−1)···(α−n+1)

n!
。

定义 3.1. 设 f(z)在 z0处全纯且不恒为零，如果

f(z0) = 0, f ′(z0) = 0, · · · , f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) ̸= 0,

则称 z0为 f 的m阶零点。

例如 f(z) = (z − z0)
m。

命题 3.3. z0为 f 的m阶零点⇔ f 在 z0的邻域中可以表示为 f(z) = (z− z0)
mg(z), g(z)

在 z0全纯且 g(z0) ̸= 0。

证明.“⇒”：f 全纯⇒ f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)
n，若收敛半径为 R，则 f(z) = (z −

z0)
m
î
f (m)(z0)

m!
+ f (m+1)(z0)

(m+1)!
(z − z0) + · · ·

ó
，括号中级数收敛半径也为R，设为 g(z)，则 f(z) =

(z − z0)
mg(z)，g(z)在 z0处全纯且 g(z0) =

f (m)(z0)
m!

̸= 0。

“⇐”：直接验算即可。

定理 3.4. 零点的孤立性：设 f 为域D上的全纯函数，若 f 在D上不恒为零，则 f 在D

中的零点是孤立的。即，若 f(z0) = 0，则存在 z0的邻域 B(z0, ε)，f 在 B(z0, ε)中除去

z0不再有其它零点。

证明. (1) 假设 ∃ m ≥ 1 s.t. f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0且 f (m)(z0) ̸= 0。

由命题 3.3，在 z0的某个邻域中 f(z) = (z− z0)
mg(z)，g(z)全纯且 g(z0) ̸= 0。g(z)

在 z0处连续⇒ ∃ ε > 0 s.t. g(z) ̸= 0, ∀ z ∈ B(z0, ε)。从而 f(z)在 B(z0, ε)中除去

z0外无其它零点。

1



(2) 假设 f (m)(z0) = 0 (m = 1, 2, · · · )。由定理 3.1，∃ δ > 0 s.t.

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n = 0, ∀ z ∈ B(z0, δ).

任取 a ∈ D，在D中取曲线 γ连接 z0和 a，记 ρ = d(γ, ∂D) > 0，取 ε = min{δ, ρ}，在
γ上依次取点 z0, z1, · · · , zn = a, |zj−zj−1| < ε (j = 1, · · · , n)，则 f 在B(z0, ε)中恒

为 0，z1 ∈ B(z0, ε) ⇒ f (m)(z1) = 0 (m ≥ 0)。由定理 3.1，f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z1)
n!

(z−z1)
n =

0, z ∈ B(z1, ε)。

依次下去，f 在 B(zn−1, ε)中恒为零⇒ f(a) = 0 ⇒ f ≡ 0在 D上。

定理 3.5. 唯一性定理：设 f1, f2为域 D上的全纯函数，如果存在 D中的点列 {zn}，使
得 f1(zn) = f2(zn) (n ≥ 1)且 lim zn = a ∈ D，则 f1 = f2。

证明. 令 f(z) = f1(z) − f2(z)，则 f(zn) = 0 (n ≥ 1)，于是 f(a) = lim
n→∞

f(zn) = 0 ⇒ a

不是 f 的孤立零点⇒ f = 0 ⇒ f1 = f2。

推论. 设 f1, f2在 D上全纯，若存在开集 U ⊂ D且 f1 = f2在 U 上成立，则 f1 = f2在

D上成立。

例 3.1. P155.1：D为区域，a ∈ D，f 在 D \ {a}上全纯且 lim
z→a

(z − a)f(z) = 0，则 f 在

D上全纯。

证明. 令 F (z) =

(z − a)f(z), z ̸= a,

0, z = a.
则 F (z) 在 D \ {a} 中全纯且在 a 处连续，由

Morera定理，F 在 D中全纯。设 a为 F (z)的m阶零点 (m ≥ 1)，由命题 3.3，F (z) =

(z − z0)
mg(z)，g(z) 在 a 处全纯且 g(a) ̸= 0，从而 f(z) = (z − z0)

m−1g(z) 在 D 上全

纯。

例 3.2. P155.5：是否存在 f ∈ H(B(0, 1)) s.t.

f

Å
1

n

ã
= f

Å
− 1

n

ã
=

1

n3
(n ≥ 2).

解. 令 g(z) = f(z) − z3, g( 1
n
) = 0 (n ≥ 2)且 g(0) = lim

n→∞
g( 1

n
) = 0。从而 g(z) ≡ 0 ⇒

f(z) = z3，与 f(− 1
n
) = 1

n3 矛盾。

例 3.3. P155.10：若函数 1
cos z
在 z = 0处的 Taylor级数为

∞∑
n=0

(−1)n E2n

(2n)!
z2n，则 Euler数

E2n满足关系式：

E0 = 1,
n∑

k=0

Ç
2n

2k

å
E2k = 0.
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证明.

1 =

(
∞∑
n=0

(−1)n
E2n

(2n)!
z2n

)(
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!

)

= E0 +
∞∑
n=0

(
∞∑
k=0

(−1)k
E2k

(2k)!
(−1)n−k 1

(2n− 2k)!

)
z2n

= E0 +
∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(−1)n

(2n)!

Ç
2n

2k

å
E2k

)
z2n

⇒E0 = 1,
∞∑
k=0

Ç
2n

2k

å
E2k = 0.

例 3.4. P155.6：设 f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, R > 0, 0 < r < R, A(r) = max

|z|=r
Ref(z)，证明：

(1) anr
n = 1

π

∫ 2π

0
[Ref(reiθ)]einθ d θ (n ≥ 1)；

(2) |an|rn ≤ 2A(r)− 2Ref(0) (n ≥ 1)。

证明. (1) an = f (n)(0)
n!

= 1
2πi

∫
|z|=r

f(z)
zn+1 d z = 1

2πrn

∫ 2π

0
f(reiθ)einθ d θ。

而 0 =
∫
|z|=r

f(z) · zn−1 d z =
∫ 2π

0
f(reiθ)rneinθi d θ ⇒

∫ 2π

0
f(reiθ)einθ d θ = 0。
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