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例 2.1. 计算
∞∑
n=1

zn

n
= f(z)，收敛半径 R = 1。

解.
f ′(z) =

∞∑
n=1

zn−1 =
1

1− z
⇒ f(z) = − log(1− z) (|z| < 1).

而当 |z| = 1且 z ̸= 1时，z = eiθ (0 < θ < 2π)，则
∞∑
n=1

zn

n
=

∞∑
n=1

einθ

n
=

∞∑
i=1

cosnθ

n
+ i

∞∑
n=1

sinnθ

n
.

定义 2.1. 设 g是定义在单位圆盘中的函数，eiθ0 是单位圆周上一点，设 0 < α < π
2
，四

边形 Sα(e
iθ0)如图所示1。

如果对任意 0 < α < π
2
，当 z在 Sα(e

iθ0)中趋于 eiθ0 时，g(z)有相同的极限 l，则称

g在 eiθ0 处有非切向极限 l。

1旁边那两个角是直角。
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定理 2.4. Abel第二定理：设 f(z) =
∞∑
n=0

anz
n 的 R = 1且级数在 z = 1处收敛于 s，则

f(z)在 z = 1处有非切向极限 s。

证明. 只需证，对 ∀ α ∈ (0, π
2
),

∞∑
n=0

anz
n在 Sα(1) ∩ B(1, δ) (δ = cosα)一致收敛。

记 σn,p = an+1 + · · · + an+p。对 ∀ ε > 0，由于
∞∑
n=0

an 收敛，故 ∃ N，当 n > N 时，

|σn,p| < ε, ∀ p > 0，于是

an+1z
n+1 + an+2z

n+2 + · · ·+ an+pz
n+p

=σn,1z
n+1 + (σn,2 − σn,1)z

n+2 + · · ·+ (σn,p − σn,p−1)z
n+p

=σn,1z
n+1(1− z) + σn,2z

n+2(1− z) + · · ·+ σn,p−1z
n+p−1(1− z) + σn,pz

n+p

=zn+1(1− z)(σn,1 + σn,2z + · · ·+ σn,p−1z
p−2) + σn,pz

n+p.

所以当 |z| < 1, n > N 时对 ∀ p，有

|an+1z
n+1 + · · ·+ an+pz

n+p| ≤ |1− z|ε(1 + |z|+ · · ·+ |z|p−2) + ε < ε

Å |1− z|
1− |z|

+ 1

ã
.

取 z ∈ Sα(1)∩B(1, δ)，记 r = |z|, ρ = |1− z| (0 ≤ θ ≤ α)，则 r2 = 1+ ρ2 − 2ρ cos θ (ρ <

δ = cosα)，

|1− z|
1− |z|

=
ρ

1− r
=

ρ(1 + r)

1− r2
≤ 2ρ

2ρ cos θ − ρ2
≤ 2

2 cosα− ρ
<

2

cosα
.

当 z = 1时，|an+1 + · · ·+ an+p| < ε，

|an+1z
n+1 + · · ·+ an+pz

n+p| ≤ Mε, ∀ z ∈ Sα(1) ∩ B(1, δ).

由 Cauchy准则，
∞∑
n=0

anz
n在 Sα(1) ∩B(1, δ)中一致收敛。

于是我们重新回顾例 2.1的计算，我们进一步可以给出边界处的值：
∞∑
n=1

(eiθ)n

n
Thm2.4
= lim

z→eiθ
− log(1− z) = − log(1− eiθ)

= −(log |1− eiθ|+ i arg(1− eiθ)) = − log

Å
2 sin

θ

2

ã
+ i

π − θ

2
.

进一步我们还能知道
∞∑
n=1

cosnθ

n
= − log

Å
2 sin

θ

2

ã
,

∞∑
n=1

sinnθ

n
=

π − θ

2
(0 < θ < 2π).

例 2.2. P149.7：设 f(z) =
∞∑
n=0

anz
n是 B(0, 1)上的有界全纯函数，证明

∞∑
n=0

|an|2 < +∞。

证明. 设 |f(z)| ≤ M, ∀ z ∈ B(0, r)，对 ∀ 0 < r < 1，则
∞∑
n=0

anz
n,

∞∑
n=0

anz
n在 |z| = r上
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一致收敛。于是

M2 · 2πr ≥
∫
|z|=r

|f(z)|2| d z| =
∫
|z|=r

f(z)f(z)| d z| =
∫
|z|=r

∞∑
n=0

anz
nf(z)| d z|

=
∞∑
n=0

∫
|z|=r

anz
n · f(z)| d z| =

∞∑
n=0

∫
|z|=r

∞∑
m=0

amz
m · anzn| d z|

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

∫
|z|=r

anz
n · amzm| d z| =

∞∑
n=0

∫
|z|=r

|an|2|z|2n| d z|

=
∞∑
n=0

|an|2 · r2n2πr

⇒
∞∑
n=0

(|an|2r2n) ≤ M ⇒ ∀ k,

k∑
n=0

|an|2 · r2n ≤ M

⇒ ∀ k,
k∑

n=0

|an|2 ≤ M ⇒
∞∑
n=1

|an|2 ≤ M.

3 全纯函数的 Taylor展开

定理 3.1. 设 f ∈ H(B(z0, R))，则 f 可以在 B(z0, R)中 (以 z0为中心)展开为幂级数：

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n (|z − z0| < R).

称为 f 的 Taylor级数。

证明. 固定 z ∈ B(z0, R)，取 0 < ρ < R，且 |z − z0| < ρ。记 γρ : |z − z0| = ρ，由 Cauchy
积分公式，

f(z) =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
d z.

而
1

ζ − z
=

1

(ζ − z0)− (z − z0)
=

1

ζ − z0
· 1

1− z−z0
ζ−z0

=
∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ζ − z0)n+1
.

记M = sup{|f(ζ)| | ζ ∈ γρ} < +∞，当 ζ ∈ γρ时，∣∣∣∣f(ζ) · (z − z0)
n

(ζ − z0)n+1

∣∣∣∣ ≤ M
1

ρ

Å |z − z0|
ρ

ãn
且

|z − z0|
ρ

< 1.

由Weierstrass判别法，
∞∑
n=0

f(ζ) (z−z0)n

(ζ−z0)n+1 关于 ζ ∈ γρ一致收敛，故

f(z) =
1

2πi

∞∑
n=0

∫
γρ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
d ζ(z − z0)

n =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n.

定理 3.2. f 在区域 D上全纯⇔ f 在区域 D中每点 z0的某个邻域中可以展开为幂级数。
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满足后者的称为解析函数，故全纯函数等价于解析函数。
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