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设 zn ∈ C, n = 1, 2, · · ·，称级数
∞∑
n=1

zn 收敛，如果 lim
n→∞

sn 存在有限，其中 sn =

z1 + z2 + · · ·+ zn。

•
∑

zn收敛⇒ lim zn = 0。

•
∞∑
n=1

|zn|收敛⇒
∞∑
n=1

an收敛。

定义 1.2. 设 fn : K → C，称函数项级数
∞∑
n=1

fn(z)在 K 上一致收敛于 f : K → C，如果

Sn(z) =
n∑

k=1

fk(z)在 K 上一致收敛于 f(z)。

一致收敛有如下性质：

Cauchy准则
∞∑
n=1

fn(z) 在 K 上一致收敛 ⇔ ∀ ε > 0, ∃ N，当 n > N 时 |fn+1(z) +

fn+2(z) + · · ·+ fn+p(z)| < ε, ∀ z ∈ K。

Weierstrass判别法 设 |fn(z)| ≤ an, ∀ z ∈ k, ∀ n，且
∞∑
n=1

an < +∞，则
∞∑
n=1

fn(z)在 K

上一致收敛。

连续性 设 fn : K → C连续且
∞∑
n=1

fn(z)在 K 上一致收敛于 f(z)，则 f(z)连续。

可积性 设 fn : K → C连续且
∞∑
n=1

fn(z)在可求长曲线 γ上一致收敛于 f(z)，则
∫
γ
f(z) d z =

∞∑
n=1

∫
γ
fn(z) d z。

可导性 (即Weierstrass) 设 D ⊂ C为区域，fn : D → C全纯且
∞∑
n=1

fn(z)在 D中紧一致

收敛于 f(z)，则

(1) f(z)在 D中全纯；

(2)
∞∑
n=1

f
(k)
n (z)在 D中紧一致收敛于 f (k)(t)。

例 1.1. 定义函数：
ζ(z) =

∞∑
n=1

1

nz
, z = x+ iy.

则 |nz| = |ez logn| = |ex logneiy logn| = nx。由W-判别法，
∞∑
n=1

1
nz 在 D = {z | Rez > 1}中

紧一致收敛，故 ζ(z)在 D中全纯。

例 1.2. 求收敛点集：
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(i)
∞∑
n=1

cosnz
n2 ；

(ii)
∞∑
n=0

zn

1−zn
。

解. (i) z = x+ iy，若 y = 0，则
∑∞

n=1
cosnx
n2 收敛。

若 y > 0，
cosnz

n2
=

1

2n2
(ein(x+iy) + e−in(x+iy))

=
einx · e−ny

2n2
+

e−inx · eny

2n2
.

从而
∑

cosnz
n2 发散。同理 y < 0时也发散。

(ii) 当 |z| ≥ 1时，| zn

1−zn
| ≥ |z|n

1+|z|n ≥ 1
2
。

当 |z| < 1时，| zn

1−zn
| ≤ |z|n

1−|z|n ≤ |z|n
1− 1

2

= 2|z|n。(n足够大时)

而
∑∞

n=0 2|z|n收敛，故
∞∑
n=0

zn

1−zn
收敛。

例 1.3. 设 D ⊂ C为区域，F (z, s) : D × [0, 1] → C满足：
(1) 对 ∀ s ∈ [0, 1], F (z, s)关于 z全纯；

(2) F 连续。

则 f(z) =
∫ 1

0
F (z, s) d s为 D上的全纯函数。

证明. ∀ z0 ∈ D，取 ε0 > 0 s.t. B(z0, ε0) ⊂ D。下证 f 在Ω = B(z0, ε0)中全纯。记 fn(z) =
1
n

n∑
k=1

F (z, k
n
) → f(z) (n → ∞)。由于 F 在 Ω × [0, 1]中一致连续，对 ∀ ε > 0, ∃ δ > 0，

当 |s1 − s2| < δ时，F (z, s1)− F (z, s2)| < ε, ∀ z ∈ Ω。那么当 n > 1
δ
时，∀ z ∈ Ω，

|fn(z)− f(z)| =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

Å
F

Å
z,

k

n

ã
− F (z, s)

ã
d s

∣∣∣∣∣
<

n∑
k=1

ε · 1
n
= ε.

所以 fn(z)在 Ω上一致收敛到 f(z)，从而 f(z)在 Ω中全纯。

2 幂级数
∞∑
n=0

an(z − z0)
n称为幂级数，这里 an ∈ C, z0 ∈ C。

定理 2.1. 设
∞∑
n=0

anz
n为幂级数，记 R = 1

lim sup
n→∞

n
√

|an|
(0 ≤ R ≤ +∞)，则

(1) 当 |z| < R时，
∞∑
n=0

anz
n绝对收敛；

(2) 当 |z| > R时，
∞∑
n=0

anz
n发散。
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证明. (1) 不妨设 0 < R < +∞。设 |z| < R，取 ρ, |z| < ρ < R，由于

lim sup
n→∞

n

»
|an| =

1

R
<

1

ρ
.

进而 ∃ N，当 n > N 时， n
√
|an| < 1

ρ
，所以 |anzn| ≤

Ä
|z|
ρ

än
且

∞∑
n=1

( |z|
ρ
)n < +∞。

(2) 设 |z| > R，取 r s.t. |z| > r > R，则

lim sup
n→∞

n

»
|an| =

1

R
>

1

r
.

进而 ∃ {nk} s.t. nk

√
|ank

| > 1
r
，那么 |ank

znk | ≥ ( |z|
r
)nk > 1，从而 lim anz

n ̸= 0，故
∞∑
n=0

anz
n发散。

定理 2.2. Abel：若
∞∑
n=0

anz
n 在 z0 ̸= 0处收敛，则

∞∑
n=1

|anzn|在 D = {z | |z| < |z0|}中紧

一致收敛。

证明. 设K 是 {z | |z| < |z0|}的一个紧子集，取 r < |z0| s.t. K ⊂ B(0, r)，则
∞∑
n=1

anz
n
0 收

敛⇒ lim
n→∞

anz
n
0 = 0 ⇒ ∃ M > 0 s.t. |anzn0 | ≤ M, ∀ n ≥ 0。

当 z ∈ K 时，|anzn| = |anzn0 |(
|z|
|z0|)

n ≤ M( r
|z0|)

n，于是由W-判别法，
∑

|anzn|在 D

中紧一致收敛。

定理 2.3. 设
∞∑
n=0

anz
n的收敛半径为 R，则

∞∑
n=0

anz
n在 B(0, R)中全纯。

证明. 由定理 2.1，当 |z0| < R时，
∞∑
n=0

anz
n
0 收敛，再由定理 2.2，

∞∑
n=0

anz
n 在 D = {z |

|z| < |z0|}中紧一致收敛，由W-定理，
∞∑
n=0

anz
n在 D中全纯⇒在 B(0, R)中全纯。

评论. 设 f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, |z| < R，则

(1) f ′(z) =
∞∑
n=1

nanz
n−1, |z| < R；

(2)
∫
γ
f(z) d z =

∫
γ

Å ∞∑
n=0

anz
n

ã
d z =

∞∑
n=0

∫
γ
anz

n d z。
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