
Lec10 Note of Complex Analysis
Xuxuayame

日期：2023年 4月 6日

例 6.1. P126.3：设 D 是由有限条光滑简单闭曲线围成的域，n是 ∂D 的单位法向量场，

指向 D的外部，u, v ∈ C2(D)。证明：∫∫
D

u∆v d x d y +

∫∫
D

(uxvx + uyvy) d x d y =

∫
∂D

u
∂v

∂−→n
| d z|.

证明. 设 ∂D : z(t) = x(t) + iy(t) (a ≤ t ≤ b)，τ⃗ 为单位切向量，则

τ⃗(t) =
x′(t) + iy′(t)√
x′(t)2 + y′(t)2

⇒n⃗(t) = τ⃗(t) · (−i) =
y′(t)− ix′(t)√
x′(t)2 + y′(t)2

.

而 |dz| = |z′(t)|dt =
√
x′(t)2 + y′(t)2dt，所以∫

∂D

u
∂v

∂n⃗
| d z| =

∫
∂D

u · gradv · n⃗| d z|

=

∫ b

a

u

Å
∂v

∂x
· y′(t)− ∂v

∂y
x′(t)

ã
d t =

∫
∂D

u

Å
∂v

∂x
d y − ∂v

∂y
d x

ã
Green
=

∫∫
D

(uxvx + u · vxx + uyvy + u · vyy) d x d y.

例 6.2. P119.4：f 为整函数，且 f(C) ⊂ {z ∈ C | Imz > 0}，证明：f 为常数。

证明. ∀ z ∈ C, |f(z) + i| > 1 ⇒
∣∣∣ 1
f(z)+i

∣∣∣ < 1 ⇒ 1
f(z)+i

= Const. ⇒ f(z) = Const..

我们稍作推广：

f 为整函数且 f(C)的补集含有内点，则 f 为常数。(f(C)在 C中非稠密。)

例 6.3. P119.5：f 为整函数且 f(C) ⊂ C \ [0, 1]。证明 f 为常数。

证明. 1
f(z)

− 1: C → C \ [0,+∞)全纯。
√
z : C \ [0,+∞) → Imz > 0全纯。»

1
f(z)

− 1: C → Imz > 0全纯⇒
»

1
f(z)

− 1为常数，从而 f(z)为常数。
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Part IV

全纯函数的 Taylor展开及应用

1 函数列与函数项级数

定义 1.1. 设K ⊂ C，称 fn : K → C (n = 1, 2, · · · )在K 上一致收敛于 f : K → C，如果
对 ∀ ε > 0, ∃ N，当 n > N 时，|fn(z)− f(z)| < ε, ∀ z ∈ K。

定理 1.1. Weierstrass：设D ⊂ C为区域，fn : D → C全纯。若 fn在D的每个紧致子集

中一致收敛于 f : D → C(f 在 D中紧一致收敛)，则
(1) f 在 D中全纯。

(2) 对 ∀ k ≥ 1，f
(k)
n (z)在 D中紧一致收敛于 f (k)(z)。

证明. (1) 对 ∀ z0 ∈ D和 r > 0 s.t. B(z0, r) ⊂ D，设 γ 为 B(z0, r)中的一条可求长简

单闭曲线，γ 为紧致集，故在 γ 上 fn ⇒ f。对 ∀ ε > 0, ∃ N，当 n > N 时，

|fn(z)− f(z)| < ε, ∀ z ∈ γ

⇒
∣∣∣∣∫

γ

fn(z) d z −
∫
γ

f(z) d z

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|fn(z)− f(z)|| d z| < ε|γ|.

从而
∫
γ
f(z) d z = lim

n→∞

∫
γ
fn(z) d z = 0，由Morera定理，f(z)在 B(z0, r)中全纯，

再由 z0的任意性知 f 在 D中全纯。

(2) 只需对 k = 1证明即可。

固定 z0 ∈ D，取 δ > 0 s.t. B(z0, 2δ) ⊂ D。设 z ∈ B(z0, δ), ζ ∈ ∂B(z0, 2δ)，则

|ζ − z| ≥ δ。于是

|f ′
n(z)− f ′(z)| =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|ζ−z0|=2δ

fn(ζ)− f(ζ)

(ζ − z)2
d ζ

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫
|ζ−z0|=2δ

|fn(ζ)− f(ζ)|
δ2

| d ζ|

≤ 1

2π
sup

|ζ−z0|=2δ

|fn(ζ)− f(ζ)| · 1

δ2
· 2π · 2δ → 0 (n → +∞).

所以 fn(z)在 B(z0, δ)中一致收敛于 f ′(z)。

设 K ⊂ D 为紧致子集，对 ∀ z ∈ K, ∃ δz > 0 s.t. fn 在 B(z, δz) 中一致收敛。

{B(z, δz) | z ∈ K}为K 的开覆盖，故有有限子覆盖 {B(zi, δzi) | i = 1, · · · , n}，则
fn在

n⋃
i=1

B(zi, δzi) ⊃ K 上一致收敛。

评论. 这个定理对实函数不成立，因为一列实解析函数可以一致收敛到非 C1 的连续函

数 (Weierstrass逼近定理)。
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