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Part I

复数与复变函数
C = {z = a+ ib | a, b ∈ R, i2 = −1}。
z = a+ ib, a := Rez, b = Imz, |z| =

√
a2 + b2, z := a− ib, zz = |z|2。

定理 1.1. (1) Rez = 1
2
(z + z), Im = 1

2i
(z − z)。

(2) z + w = z + w, z · w = z · w。
(3) |zw| = |z| · |w|, |z| = |z|。
(4) |z + w| ≤ |z|+ |w|，等号成立⇔ ∃ t ≥ 0 s.t. z = tw或 w = tz。

证明. 对 (4)，

|z + w|2 = (z + w)(z + w) = |z|2 + |w|2 + zw + zw

= |z|2 + |w|2 + 2Re(zw) ≤ |z|2 + |w|2 + 2|zw| = (|z|+ |w|)2.

等号成立⇔ Re(zw) = |zw| ⇔ ∃ t ≥ 0 s.t. zw = t′。

不妨设 w ̸= 0，则 z · w · w = t′w ⇒ z = t′

|w|2w。

例 1.1. 设 |a| < 1，|z| < 1，证明
∣∣ z−a
1−az

∣∣ < 1。

证明. |z − a|2 = (z − a)(z − a) = |z|2 + |a|2 − (az + az)。

|1− az|2 = (1− az)(1− az) = 1 + |a|2 · |z|2 − (az + az)。

于是 |z − a|2 − |1− az|2 = (|z|2 − 1)(1− |a|2) < 0。

复数的几何表示

复数 ←→ 平面中的点 ←→ 平面向量

a+ ib (a, b)
−−→
OP

复数的加法对应向量的加法。
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设 z = a+ ib ̸= 0, |z| =
√
a2 + b2 = r，∃ θ s.t. z = r(ar + i br ) = r(cos θ + i sin θ)，θ称之为

z的一个辐角。

Arg(z) = {θ+2kπ | k ∈ Z}为 z的所有的辐角，arg z ∈ (−π, π]称为辐角的主值1。arg z在

C \ {0}中非连续。
z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1), z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2)，

z1 · z2 = r1r2[(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(cos θ1 sin θ2 + sin θ1 cos θ2)]

= r1r2(cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)).

用复数 w去乘复数 z，相当于将 z逆时针旋转 argw，再把 z的模长伸长 |w|倍。
由 z

w = z·w
|w|2，arg z

w 为 z, w的夹角。

例 1.2. z1, z2平行⇔ Im(z1 · z2) = 0。

证明.

z1, z2平行⇔ arg
z1
z2

= 0或π

⇔ z1
z2

= t ∈ R⇔ z1z2 = t|z2|2

⇔ Im(z1z2) = 0.

例 1.3. (1) △z1z2z3与△w1w2w3相似⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣
z1 w1 1

z2 w2 1

z3 w3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0。

(2) z1, z2, z3共线⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣
z1 z1 1

z2 z2 1

z3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0。

扩充复平面

C∞ = C ∪ {∞}，∞称为无穷远点。
z ±∞, z · ∞ =∞ (z ̸= 0), z

∞ = 0, z
0 =∞ (z ̸= 0)。(0 · ∞, ∞±∞无定义。)

设 S2为单位球面，C→ S2 \ {N}一一对应，C∞ → S2一一对应。

复平面的拓扑

度量可以诱导拓扑，C中的度量 d(z, w) = |z − w|。 lim
n→∞

zn = z0 :⇔ lim
n→∞

|zn − z0| = 0。

1也可以定义 arg z ∈ [0, 2π)。
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图 1: 球极投影

定义 1.1. U ⊂ C称为开集，如果对 ∀ z ∈ U, ∃ ε > 0 s.t.

B(z, ε) := {w | |w − z| < ε} ⊂ U.

如果WC 为开集，则称W 为闭集。

z0称为 E ⊂ C的聚点，如果对 ∀ ε > 0, B(z0, ε) ∩ (E \ {z0}) ̸= ∅。

E ∪ {E的聚点} = E 称为 E 的闭包。易见 E =
⋂

F⊃E, F为闭集 F；E 为闭集⇔ E = E。

(C, d)的完备性：

(1) C中的 Cauchy列收敛。

(2) 有界点列有收敛子列。

(3) 有界无穷点集必有聚点。

(4) 闭集套定理。

(5) 有界闭集的任意开覆盖有有限子覆盖。

定义 1.2. E ⊂ C称为紧致集，如果 E 的任何开覆盖有有限子覆盖。E ⊂ C⇔ E 为有界闭集2。

定理 1.2. 设 E ⊂ C为紧集，F ⊂ C为闭集，E ∩ F = ∅，则

d(E,F ) = inf{d(z, w) | z ∈ E,w ∈ F} > 0.

证明. ∀ a ∈ E, εa = 1
2(a, F ) > 0，则 {B(a, εa) | a ∈ E} 为 E 的开覆盖 ⇒ 有有限子覆盖

B(ai, εai), 1 ≤ i ≤ n。

取 δ = min{εai | 1 ≤ i ≤ n}，可以证明 d(E,F ) ≥ δ > 0。

2一般度量空间不成立。
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