
第一章 复数与复变函数  

 
§1.1习题 

2．设 1 2, ,..., nz z z 是任意 n 个复数，证明：
1 1

| | | |
n n

k k
k k

z z
= =

≤∑ ∑ ，并给出不等式中等号成立

的条件. 

（提示：可以用数学归纳法证明.等号成立的条件是 1 2, ,..., nz z z 线性相关）. 

 

3．证明：
1 ( Re Im ) Re Im .
2

z z z z z+ ≤ ≤ +  

证明：设 z a ib= + ，则Re z a= ，Im z b= ， 2 2| |z a b= + .由题 2知，z a bi a b≤ + = +  

     故

2 2 2 2
2 2 2 2

2 22
( ) | |

2 2 2 22

a b a ab b a b a b a bab z
+ + + + + +

= = + ≤ + = ， 

即有
1 ( Re Im ) Re Im .
2

z z z z z+ ≤ ≤ +  

4．若 1 2| |, 0z zλ λ= > ，证明：
2

1 2 1 2| |z z z zλ λ− = − . 

证明：不妨设
2 22

2 1 2 10.z z z zλ≠ =  

则
2 22 2

2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 1 2z z z z z z z z z z z zλ λ− = − = − = −  

即有
2

1 2 1 2| |z z z zλ λ− = − 成立. 

5．设|a |< 1，证明：若|z|=1，则 1
1
z a

az
−

=
−

. 

证明：由 1z = 得 1z z =  

故 1 1z a z azz z az az− = − = − = −  

即证之. 
 

6．设|a |< 1，|z|< 1.证明： 1
1
z a

az
−

<
−

. 
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证明：提示：（ 1
1
z a

az
−

<
−

⇔ 2 2 2 2| | 2Re | | 1 2 Re | | | | ;z az a az a z− + < − +  

      而 2 2 2 2 2 21 | | | | | | | | (1 | | )(1 | | ) 0;a z a z a z− − + = − − > ） 

7．设 1 2, ,..., nz z z ， 1 2, ,..., nω ω ω 是任意 2n 个复数，证明复数形式的 Lagrange 等式：

2 2 2
2

1 1 1 1
( )( ) ,

n n n

k jj j j j j k
j j j j k n

z z z zω ω ω ω
= = = ≤ < ≤

= − −∑ ∑ ∑ ∑ 并 由 此 推 出 Cauchy 不 等 式 ：

2 2 2

1 1 1

n n n

j j j j
j j j

z zω ω
= = =

   
=       

   
∑ ∑ ∑ . 

证明：提示（记
1 2

1 2

...

...
n

n

z z z
A

ω ω ω

 
=  

 
，

1 1

1 2 '2 2

1 2

...
det det( ) 0

... ... ...
n

n

nn

z
z z z z AA

z

ω

ω
ω ω ω

ω

 
 

   = ≥  
  

 
 

， 

     2det det | |j k j j
j k k j

j k k k

z z z
z z

z

ω
ω ω

ω ω ω

  
= −        

，则原式=
2

1
0k jj k

j k n
z zω ω

≤ < ≤

− ≥∑ .(1)    

另外，

2
1 1

1 11 2 2 2
2

1 2

1 1

...
det det

... ... ...

n n

j j j
j jn

n n
n

jj j
n j jn

z
z z z z

z

z z

z

ω

ω
ω ω ω

ω

ω

ωω

= =

= =

   
   

    =    
    

     

∑ ∑

∑ ∑
 

22 2

1 1 1

( )( ) 0
n n n

j jj j
j j j

z zω ω
= = =

= − ≥∑ ∑ ∑ .（2） 

       由（1）=（2）可得证. 

§1.2习题 

 

1． 把复数 1 cos sinz iθ θ= + + 写成三角形式. 

解：

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21 ( ) 2 Re (2cos )

2
i i i i i iiz e e e e e e e
θ θ θ θ θ θθ θ−

= + = + = = . 

 

2． 问取何值时有 (1 ) (1 )n ni i+ = − . 

解：提示（ 41 , 1,
1

ki i i k N
i

+
= = ∈

−
） 
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3． 证明：
0

1sin sin( )
2 2cos ,

2sin
2

n

k

n
k

θ
θ

θ
θ=

+ +
=∑  

0

1cos cos( )
2 2sin ,

2sin
2

n

k

n
k

θ
θ

θ
θ=

− +
=∑  

证明：由于
( 1)

2

0

1sin1 2
1 sin

2

ini nn
ik

i
k

n
ee e

e

θθ
θ

θ

θ

θ

+

=

+
−

= =
−∑ ，则即可得

0 0
cos Re

n n
ik

k k
k e θθ

= =

=∑ ∑ ，

0 0
sin

n n
ik

k k
k im e θθ

= =

=∑ ∑ . 

4． 证明： 1 2 3z z z∆ 和 1 2 3ω ω ω∆ 同向相似的充分必要条件为

1 1

2 2

3 3

1
1
1

z
z
z

ω
ω
ω

=0. 

证明：提示（ 1 2 3z z z∆ 和 1 2 3z z z∆ 同向相似 ,a b C⇔ ∃ ∈ ，使得 ( 1,2,3)k kaz b kω = + =  

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1
1 , , 1
1 1

w z w z
w a z b w z
w z w z

           
           ⇔ = + ⇔           
           
           

线性相关

1 1

2 2

3 3

1
det 1 0.

1

z w
z w
z w

⇔ = ） 

5． 设 1 2z z≠ ，证明：z 位于以 1z 和 2z 为端点的开线段上，当且仅当存在 (0,1)λ ∈ ，使得

1 2(1 )z z zλ λ= + − ； 

证明：z位于以 1z 和 2z 为端点的开线段上 

⇔ 2 10, ( )k z z k z z∃ > − = − 2 10,
1 1

z zk z
k k

⇔ ∃ > = +
+ +

 

1 2(0,1), (1 ) , ( )
1

kz z z
k

λ λ λ λ⇔ ∃ ∈ = + + =
+

. 

6． 图 1.5是三个边长为 1的正方形，证明：
2

AOD BOD COD π
∠ + ∠ + ∠ = . 

  E      A    B     C 

O D 

解：以 O为原点，OD为 X轴，OE为 Y轴，建立坐标系.设 1 2 3, ,OA z OB z OC z
→ → →

= = =  

    则 1 2 31 , 2 , 3z i z i z i= + = + = + ， 

从而 1 2 3arg( ) arg(1 )(2 )(3 ) arg(10 )z z z i i i i= + + + = . 
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因为 i是单位向量，它的辐角为
2
π
，即

2
AOD BOD COD π

∠ + ∠ + ∠ = . 

10．证明：
2 2 2 2

1 2 1 2 1 22( | | ),z z z z z z+ + − = + 并说明等式的几何意义. 

证明： 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2| | | | | | 2 Re | | | | 2Re | |z z z z z z z z z z z z+ + − = + + + − +  

      2 2
1 22(| | | | )z z= +  

     几何意义是：平行四边形两对角线长的平方和等于它的各边长的平方和. 

11．设 1,..., nz z 是单位圆周（以原点为中心、半径为 1的圆周）上的 n个点，如果 1,..., nz z 是

正 n边形的 n个顶点，证明：
1

n

k
k

z
=

∑ =0. 

证明：记 1 2 ... nz z z Cω = + + + ∈ ，设该正 n边形的一个圆心角为θ，0 θ π< < .由复数乘

法几何意义及正 n边形对称性， 0ie θω ω ω= ⇒ = ，即证之. 

3.设 1z ， 2z ， 3z ， 4z 是单位圆周上的四个点，证明：这四个点是一矩形顶点的充要条件为

1 2 3 4 0z z z z+ + + = . 

证明：提示（先为菱形，连线为直径对点则是矩形） 

14.设 L是由方程 0azz z z dβ β+ + + = 所确定的点的轨迹，其中a，d是实数，β 是复数.

证明：（i）当a =0，β ≠ 0时，L是一直线；（ii）当a ≠ 0， 2 0adβ − > 时，L是一圆周.

并求出该圆周的圆心和半径. 

证明：（i）令
2

2dλ β= ，则 2d λβ β= ，故原方程为 ( ) ( ) 0z zβ λβ β λβ+ + + = ，即

Re ( ) 0zβ λβ+ = ，即 z λβ+ 与β 垂直，从而轨迹是一条通过点 λβ− ，与β 垂直的直线. 

（ii）记
22 0adλ β= − > ，则

 
2ad β β λ= − ， 

原式
22 2 20 ( )( )a zz a z a z ad az az azβ β β β λ β λ⇔ + + + = ⇔ + + = ⇔ + =  

即证之. 
 

 

§1.3习题 

 

1. 证明：在复数的球面表示下，z和
1
z
的球面像关于复平面对称. 
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证明：设 z x iy= + 其球面对应的坐标为

2

1 2 32 2 2

1
, ,

1 (1 ) 1

zz z z zx x x
z i z z

−+ −
= = =

+ + +
. 

而
1
z
球面像对应的坐标为 

1 12 22

1 1

'
1 111

z z z zzzx x
zz

z

+ + +
= = = =

+++

, 

2 22 2 2

1 1

'
1 (1 )(1 )(1 )

z z z zzzx x
i zi zi

z

− − −
= = = =

+++

, 

2
2 2

3 32 2 2

1 1 1 1
'

1 111

z zz
x x

zz
z

− − −
= = = = −

+++

, 

从而有 ' ' '
1 1 2 2 3 3, ,x x x x x x= = = − ，故 z和 1

z
的球面像关于复平面对称. 

2. 证明：在复数的球面表示下， z和ω的球面像是直径对点当且仅当 zω =-1. 

证明：⇐设 z x iy= + ，由 1zω = − 得
1 1,
z z

ω ω= − = − ， 

由于 z对应的球面像为
2

1 2 32 2 2

1
, ,

1 (1 ) 1

zz z z zx x x
z i z z

−+ −
= = =

+ + +
， 

ω对应的球面像为 1 2 3', ', 'x x x ，计算可得： 1 1, 2 2 3 3' ' , 'x x x x x x= − = − = − ， 

故 z和ω的球面像是直径对点. 

⇒由球面表示的几何意义知， ,z ω位于通过竖坐标轴的平面与 xoy平面交点上，从而 ,z ω

必与原点共线，则 , 0zω λ λ= − > ，由 3 3 'x x= ，易知 1λ = . 

3. 证明：在复数的球面表示下, ∞C 中的点 z和ω的球面像间的距离为

( )( )2 2

2

1 1

z

z w

ω−

+ +
. 

证明：设 z和w的球面像的坐标为 ( )1 2 3, ,x x x 和 ( )1 2 3', ', 'x x x ， 

P D F  文 件 使 用 " p d f F a c t o r y  P r o "  试 用 版 本 创 建 www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


则 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3' ' ' 2 2 ' ' 'x x x x x x x x x x x x− + − + − = − + + ， 

1 1 2 2 3 3' ' 'x x x x x x+ +
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
2 2

22

1 1

1 1

z z z z z

z

ω ω ω ω ω

ω

+ + − − + + − +
=

+ +
 

( )( )
( ) ( )

2 2 2

22

1 1 2

1 1

z z

z

ω ω

ω

+ + − −
=

+ +
 

故

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3, ' ' 'd z x x x x x xω = − + − + −

( )
( )( )

1 1 2 2 3 3 22

2
2 2 ' ' '

1 1

z
x x x x x x

z

ω

ω

−
= − + + =

+ +
 

 

4. 证明：在复数的球面表示下，若
a b
c d

 
 
 

是二阶酉方阵，则 ∞C 的变换 w= 
az b
cz d

+
+
诱导

了球面绕球心的一个旋转. 

证明：先证 

( )
( )( )22

2
, , ,

1 1

z w
z w c d z w

z w

−
∀ ∈ =

+ +
，一定有 ( ), ,az b aw bd d z w

cz d cw d
+ +  = + + 

. 

而

( )( )

22

2 2 2 22 2

( )det

1 1

a baz b aw b z w
cz d cw d c d

az b cz d aw b cw daz b aw b
cz d cw d

 + +
− −  + +  

=
   + + + + + ++ +

+ +    + +  

， 

由
a b
c d

 
 
 

是二阶酉方阵知， 

( ) ( )2 2 2det 1, 1 1 | | 1,
1 1

a b a c a b z z
az b cz d z z z

c d c db d

       
= + + + = = = +               

 

类似的有
2 2 2| | 1,aw b cw d w+ + + = + 故 

原式=
( )( )

( )( ) ( )( )
2 2

2 2 22 1 1 1 1

ad bc z w z w

z w z z

− − −
=

+ + + +
， 
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故 ( ), ,az b aw bd d z w
cz d cw d

+ +  = + + 
成立，从而诱导变换是一个等距. 

又等距变换的行列式是
a b
c d

 
 
 

的连续函数且只取 1± 两个值，而二阶酉方阵全体是连通的，

从而行列式为常数. 

取
a b
c d

 
 
 

=
1 0
0 1

 
 
 

，此时诱导变换是恒等变换，行列式为 1，故此常数为 1，从而此等距

变换为旋转. 
§1.4习题 

 

1. 设 0 ( ,0]z ∉ −∞ ， 0nz ≠ ， n N∀ ∈ .证明：复数列 { }nz 收敛到 0z 的充要条件是

0lim nn
z z

→∞
= 和 0lim arg argnn

z z
→∞

= . 

证明：因为 0 0( ,0], 0, . . argz s t zδ π δ π δ∉ −∞ ∃ > − > > − + ， 

由不等式 0 0 0 0| | | | | | | | arg argn nz z z z z z z− ≤ − + − 即得充分性 

由不等式 0 0| | | | | |nz z z z− ≥ −  及 0
0 0 0

arg arg
| | | | | | 2 | | sin

2
n

n
z zz z z z z −

− + − ≥  

并注意 0arg arg
2 2 2

nz zδ δ
π π

−
− + < < − ，可得必要性. 

2. 设 z x iy= + ∈C ,证明： ( )lim 1 cos sin
n

x

n

z e x i y
n→∞

 + = + 
 

. 

（提示：分开证明实部与虚部收敛即可.） 
§1.5习题 

 

2． 设 E ⊂ C 是非空点集， ,z w∈C .证明： ( ) ( ), ,d z E d E zω ω− ≤ − 成立，而

( ) ( ) ( ), , ,d z E d E d z Eω ω− ≤ − 不成立. 

证明： ,Eξ∀ ∈  

有 ( , ) inf | | | | | | | |
E

d z E z z z z
ξ

ξ ξ ω ω
∈

= − ≤ − ≤ − + − | | ( , ) | |d z E zω ξ ω⇒ − ≥ − − ， 

取下确界得 

( , ) inf | | ( , ) | |
E

d E d z E z
ξ

ω ω ξ ω
∈

= − ≥ − − ，即 ( , ) ( , ) | |d z E d E zω ω− ≤ − （1） 

同样可得 ( , ) ( , ) | |d E d z E zω ω− ≤ − （2） 
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因此由（1）（2）可得结论成立.   

反例：令 {1}, 2, 1E z ω= = = .则 ( , )d z E =1， ( , )d Eω =0， ( , )d z Eω− =0      

3. 指出下列点集的内部、边界、闭包和导集： 
(i) N ={k: k为自然数}； 

解：内部：空集；边界：N ；闭包：N ={k: k为自然数}；导集：空集. 

(ii) E={
1
k

: k为自然数}： 

解：内部：空集；边界：E ∪ { }0 ；闭包：E = E ∪ { }0 ；导集：{0}. 

(iii) D=B(1,1) ( 1,1)B∪ − ; 

解：内部：D=B(1,1) ( 1,1)B∪ − ; 边界： { :| 1| 1D z z∂ = ∈ − =C 或 | 1| 1}z + = ； 

闭包： { :| 1| 1D z z= ∈ − ≤C 或| 1| 1}z + ≤ ；导集： ' { :| 1| 1D z z= ∈ − ≤C 或 | 1| 1}z + ≤ ； 

(iv) G={z ∈C : 1 2z< ≤ }; 

解：内部： { :1 | | 2}oG z z= ∈ < <C ；边界：； { :| | 2G z z∂ = ∈ =C 或| | 1}z =  

闭包： { :1 | | 2}G z z= ∈ ≤ ≤C ；导集： ' { :1 | | 2}G z z= ∈ ≤ ≤C ； 

(v) C . 
解：内部：C ；边界：空集；闭包：C ；导集：C . 
 

 
4.指出下列点集中哪些是开集，哪些是闭集，哪些是紧集： 
 
(i) Z={k: k为自然数}； 
解：闭集，非开集，非紧集； 
 
(ii) E为有限集； 
解：紧集； 

(iii) D={ }: Im 0 \ kk
z z F

∞

=−∞

 ∈ > ∪ 
 

C ， { }: ,0 1k z z k iy yF = ∈ = + ≤ ≤C ； 

解：开集； 

(iv) G=B(0,1)\ 
1 :

1
k

k
 
 

+ 
为自然数 ; 

解：非开，非闭，非紧； 

(v) C \B ( )R∞， ; 
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解：紧集. 
 
 

8. 设 D是开集，F D⊂ 是非空紧集，证明： 

（i） ( ), 0;d F D∂ >  

(ii) ( ) ( )1 2 1
0 , , , ,..., , ,

n

n kk
d F D F z z z F B z Dδ δ

=
∂ ⊂ ∪ ⊂对任意 < < 存在 中的点 使得 并且

( ) ( )
1

, , ,
n

k
k

d B z D d F Dδ δ
=

 ∂ ≥ ∂ − 
 ∪ . 

证明：（1）由定理 1.5.6可得 

（2） ( , ),kB zζ δ∀ ∈ 成立 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) | |k kd F D d D d z D d D zζ ζ ζ δ∂ − ∂ ≤ ∂ − ∂ ≤ − <  

即 ( , ) ( , )d D d F Dζ δ∂ > ∂ − ，即
n

1
( ( , ), ) inf ( , ) ( , )kk

d B z D d D d F Dδ ζ δ
=

∪ ∂ = ∂ ≥ ∂ −   

§1.6习题 

 

1.满足下列条件的点 z所组成的点集是什么？如果是域，说明它是单连通域还是多连通域？ 

（i）Re 1;z =     

实部是 1的直线，  不是域 

 

 (ii) Im 5z < − ; 

虚部小于-5的开平面，  单连通域 

(iii) 5;z i z i− + + =  

椭圆曲线  不是域 

(iv) 2 ;z i i− ≤ −  

闭圆盘  单连通域 

(v)  ( )arg 1 ;
6

z π
− =  

半射线  不是域 

(vi) 
11, Im ;
2

z z< >  

开弓形  单连通域 

(vii) 
1 2;
1

z
z

−
≤

+
 

圆盘外无界闭区域   

(viii) 0 arg .
4

z i
z i

π−
< <

+
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左半平面（不含虚轴）与以（-1，0）为圆心， 2为半径的闭圆盘外部之交  多连通域 

§1.7习题 

 

3.证明紧集的连续像为紧集. 

证明：任取 ( )f E 的开覆盖 { }U u= ，则 1 1( ) { ( )}f U f u− −= 是 E的一个开覆盖，因为 E为

紧集，存在有限个开集 1 1 1 1 1
1 2 1( ), ( ),..., ( ) ( ), . . ( )n

n k kf u f u f u f U s t E f u− − − − −
=∈ ⊂ ∪ ，故

1
( ) k

k
f E u

∞

=

⊂ ∪ ，从而 ( )f E 是紧集.. 

将紧集换成闭集，结论不一定成立. 

反例：取 [1, ),E = ∞ 令
1( ) .f x
x

= 则 ( ) (0,1]f E = 不闭. 

 

5. 证明：若 f在域 D上一致连续，则对任意 ( )
0

0 , lim .
z z

z D f z
→

∈ ∂ 存在  

证明：因为 f在域 D上一致连续，故 0,ε∀ > ∃ 0δ > ， 

对 D上任意的 1, 2z z ，只要 1 2 2 ,z z δ− < 有 ( )1 2f z z ε− < . 

因此 1 2 0, ( , )z z D B z δ∀ ∈ ∩ ，有 ( )1 2f z z ε− < ，由 Cauchy收敛原理，极限存在. 
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第二章全纯函数  
 

§2.1习题 

 

 

1.研究下列函数的可微性： 

（i） ( ) ;f z z=  

解：  0z ≠ 时          

0 0

00

0 0

( ) ( )lim lim
z z z z

z zf z f z
z z z z→ →

−−
=

− −
不存在 

这是因为当 0z x iy= + 时， 

0 0

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

lim lim
y y y y

x y x y x y x y
x iy x iy iy iy→ →

+ − + + − +
=

+ − − −
 

当 0z x iy= + 时， 

0 0

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

lim lim
x x x x

x y x y x y x y
x iy x iy x x→ →

+ − + + − +
=

+ − − −
0

2 2
0 0

x
x y

=
+

 

故 0z ≠ 时， ( )f z 不可导. 

当 0z = 时，有
( ) (0) i

i

zf z f r e
z z re

θ
θ

−∆∆ − ∆
= = =

∆ ∆ ∆
 

即知 ( )f z z= 在 0z = 也不可导. 

从而 ( )f z z= 处处不可导. 

(ii) 
2( ) ;f z z=  

 解： 0z ≠ 时 

0 0

2 2
00

0 0

( ) ( )lim lim
z z z z

z zf z f z
z z z z→ →

−−
=

− −
显然不存在. 

这是因为当 0z x iy= + 时 

0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0

0
0 0 0 0

( )( )lim lim 2
x x x x

x y x y x x x x x
x iy x iy x x→ →

+ − − − +
= =

+ − − −
 

当 0z x iy= + 时， 
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0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

( )( ) 2lim lim
( )y y y y

x y x y y y y y y
x iy x iy y y i i→ →

+ − − − +
= =

+ − − −
 

0z = 时可导， (0) 0f ′ = . 

（iii） ( ) Re ;f z z=  

0 0

0 0

0 0

( ) ( ) Re Relim lim
z z z z

f z f z z z
z z z z→ →

− −
=

− −
显然不存在. 

这是因为当 0z x iy= + 时， 

0

0

0 0 0

lim 1
x x

x x
x iy x iy→

−
=

+ − −
. 

当 0z x iy= + 时， 

0

0 0

0 0 0

lim 0
y y

x x
x iy x iy→

−
=

+ − −
 

从而 ( ) Ref z z= 处处不可导 

(v) ( )f z 为常数 

不妨设 ( ) ,f z C= 显然 '( ) 0f z =  

故 ( )f z C= 在处处可导. 

2.设 f 和 g都在 0z 处可微，且 '
0 0 0( ) ( ) 0, ( ) 0f z g z g z= = ≠ 证明：

0

'
0

'
0

( )( )lim
( ) ( )z z

f zf z
g z g z→

=  

提示：
0 0

0

0

( ) ( )( )lim lim
( ) ( ) ( )z z z z

f z f zf z
g z g z g z→ →

−
=

−
 

0

0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( )lim
( ) ( ) ( )z z

f z f z z z f z
z z g z g z g z→

′− −
= ⋅ =

′− −
 

 

4．设域 G和域 D关于实轴对称，证明：如果 ( )f z 是 D上的全纯函数，那么 ( )f z  是 G上

的全纯函数. 

提示：
0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim ( ),
z z

f z z f z f z z f z f z z G
z z→ →

 + − + − ′= = ∈ 
 V V

V V
V V
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§2.2习题 

1.设 D是域, ).(DHf ∈ 如果对每个 ,Dz ∈ 都有 '( ) 0f z = ,证明 f 是一常数. 

证明:因为 '( ) 0f z = ,而 '( )f z =
u vi
x x

∂ ∂
+

∂ ∂
=0(定理 2.2.4) 

所以
u
x

∂
∂

=0, 
v
x

∂
∂

=0,而
u
x

∂
∂

=
v
y

∂
∂

,
u
y

∂
∂

=
v
x

∂
−

∂
.故

u
y

∂
∂

=0, 
v
y

∂
∂

=0. 

因此 f 是一个常数. 

 

3.设 iyxz += ,证明 xyzf =)( 在 z=0处满足 Cauchy-Reimann方程,但 f 在 z=0处不可微. 

提示: u xy= , 0v = .直接算偏导. 

 

8.设 D是域, ( )f H D∈ , f 在 D中不取零值, 

证明: 对于任意 p>0,有
2 2

2 2 ( ) pf z
x y

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ 

= 2p 2( ) pf z − 2'( )f z . 

提示: ∆ =
2 2

2 2x y
∂ ∂

+
∂ ∂

= 4
2

z z
∂

∂ ∂
,将 ( )f z 写成

1
2( ) ( )f z f z   , 

利用
f
z

∂
∂

=0, 
f
z

∂
∂

=0, 
f
z

∂
∂

= 'f , 
f
z

∂
∂

= 'f ,计算. 

      

11.设 D 是域, ( ]:D \ ,0f → −∞£ 是非常数的全纯函数,则 log ( )f z 和Arg ( )f z 是 D 上的调

和函数,而 ( )f z 不是 D上的调和函数. 

提示: 
2

2 21log ( ) log ( ) 2 log | ( ) |
2

f z f z f z
z z
∂

∆ = ∆ =
∂ ∂

 

                2

1 ( ) ( )2
| ( ) |

f z f z
z f z z

 ∂ ∂
=  ∂ ∂ 

2

( ) ( )2
| ( ) |

f z f z
z f z

 ′∂
=  ∂  

 

                
( )2 0
( )

f z
z f z

 ′∂
= = ∂  

 

     2 arg ( )( )
( )

i f zf z e
f z

= 对 z求偏导 
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     (arg ( ))f z
z

∂
∂

=
1
2i

'( )
( )

f z
f z

     
2

z z
∂

∂ ∂
(arg ( ))f z =0   

4
2

z z
∂

∂ ∂
( ( ) )f z =

1 2( ) '( )f z f z−
 

如果 ( )f z 调和,则 '( )f z ≡ 0,从而 f 是常数,矛盾. 

12.设 D,G 是域, :f D G→ 是全纯函数,证明:若 u是 G 上的调和函数,则u fo 是 D 上的调

和函数. 

证明: 因为 u是 G上的调和函数,局部存在全纯函数 g，s.t. Reu g= , 则 g fo 局部全纯,

于是局部有 Re( )u f g f=o o ，从而u fo 调和. 

        

15.举例说明:存在B(0,1)\{0}上的调和函数,它不是B(0,1)\{0}上全纯函数的实部. 

解: ( ) log | |u z z= 是B(0,1)\{0}上的调和函数,它不是B(0,1)\{0}上全纯函数的实部. 

 (反证) 假设存在 B(0,1)\{0}上的全纯函数 ( )f z ,使得Re ( ) logf z z= , 

设 ( ) log | | ( )f z z iv z= + , ( )v z 是实值函数. 

则
( ) ( )| |f z iv ze z e= ⋅ ,从而

( )
( ) 1, (0,1)\{0}

f z
iv ze e z B

z
= = ∀ ∈ . 

由题 2.(iv) 可知
( )f ze
z

≡常数, 故存在θ ∈¡  s.t. ( )f z ie ze θ=  

即
( )| | iv z iz e ze θ⋅ = ( ) (arg )iv z i ze e θ+⇒ = ( ) 2v z argz kθ π⇒ = + + . 

由 ( )v z 的连续性可知 k是常数. 

于是 ( ) 2argz v z kθ π= − − 在B(0,1)\{0}连续,不可能. 

 

16.设 f u iv= + , 0 0 0z x iy= + .证明: 

   (i) 如果极限
0

0

0

( ) ( )lim Re
z z

f z f z
z z→

−
−

存在,那么 ( )0 0,u x y
x

∂
∂

和 ( )0 0,v x y
y

∂
∂

存在,并且相等. 

   (ii) 如果极限
0

0

0

( ) ( )lim Im
z z

f z f z
z z→

−
−

存在 ,那么 ( )0 0,u x y
y

∂
∂

和 ( )0 0,v x y
x

∂
∂

存在 ,而且
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( )0 0,u x y
y

∂
∂

= − ( )0 0,v x y
x

∂
∂

. 

证明:(i) ( )0 0,u x y
x

∂
∂

=
0

0 0 0

0

( , ) ( , )lim
x x

u x y u x y
x x→

−
−

      ( )0z x iy= +  ( )( )0 0 0,z x y=  

=
0

0 0 0

0

( , ) ( , )lim Re
x x

f x y f x y
x x→

−
−

 

=
0

0

0

( ) ( )lim Re
z z

f z f z
z z→

−
−

 

        ( )0 0,v x y
y

∂
∂

=
0

0 0 0

0

( , ) ( , )lim
y y

v x y v x y
y y→

−
−

 

                  =
0

0 0 0

0

( , ) ( , )lim Im
y y

f x y f x y
y y→

−
−

     ( )0z x iy= +  

                  =
( )0

0

0

( ) ( )lim Im
z z

f z f z
i z z→

−
− −

 

                  =
( )0

0

0

( ) ( )lim Im
z z

f z f zi
z z→

−
−

 

                  =
0

0

0

( ) ( )lim Re
z z

f z f z
z z→

−
−

 

(ii)利用 [ ]Im ( ) Re ( )f z if z= − ,由(i)即得. 
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§2.3习题 

1．求映射
iz
izw

+
−

= 在 11 −=z 和 iz =2 处的转动角和伸缩率. 

解：因为 
z if
z i

−
=

+
 

     2 2

2
( ) ( )

f z i z i i
z z i z i

∂ + − +
= =

∂ + +
 

     1 2

2'( )
( 1 )

if z
i

=
− +

=1   1arg '( )f z = arg( 1)− =π  

     2 2

2 1'( )
(2 ) 2 2

i if z
i

= = =
−

   2arg '( )
2

f z π
= −  

 

2．设 f是域 D上的全纯函数，且 '( )f z 在 D上不取零值，试证： 

（i）对每一个 0 0 ( )u iv f D+ ∈ ，曲线 0Re ( )f z u= 和曲线 0Im ( )f z v= 正交； 

证明：（i） 0u u= 和 0v v= 是uv平面中的正交直线.因为 ( ) 0f z′ ≠ ,故 f 是保角的. 

从而曲线 0Re ( )f z u= 和曲线 0Im ( )f z v= 的夹角等于直线 0u u= 和 0v v= 的夹角,等于
2
π
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§2.4习题 

1.验证 z ze e=  

证明：令 z x iy= + ,则 z x iy= −  

(cos sin )z xe e y i y= + (cos sin )z xe e y i y⇒ = −  

(cos sin )z xe e y i y= −  

所以 z ze e= . 

 

3.证明：若 1ze = ，则必有 2 , 0, 1, .z k i kπ= = ± …  

证明： 1ze = | | 1x ze e⇔ = = , 2 0zArge y kπ= + =  

0, 2 ,x y k kπ⇔ = = ∈ Z  

2z k iπ⇔ = ， k ∈ Z . 
 

4.设 f 是整函数， ( )0 1.f = 证明： 

(i)若 '( ) ( ) , ( ) ;zf z f z z f z e= ∈ ≡£对每个 成立 则  

(ii) 若对每个 ,z ω ∈£ ,有 ( ) ( ) ( )f z f z fω ω+ = ,且 '(0) 1f = ,则 ( ) zf z e≡ . 

证明： 

（i） ' '( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.z z z z zf z e f z e f z e f z e f z e− − − − −= − = − =  

( ) zf z e c− = ,1 1 , 1c c× = = ，故 ( ) zf z e≡  

(ii) ( ) ( ) ( )f z f z fω ω′ ′+ = ,令 0 ( ) ( )z f fω ω′= ⇒ =  

         

7.设 f 在 \ ( ,0]−∞£ 中全纯， (1) 0.f = 证明： 

（i）若 ( ]' ( )( ) , \ ,0 , ( ) logf zf z e z f z z−= ∈ −∞ ≡£ 则 ； 

(ii)若 ( ) ( ) ( )f z f z fω ω= + , ( ]\ ,0z ∈ −∞£ , ( )0,ω ∈ ∞ ,且 ' (1) 1f = ,则 ( ) logf z z≡ . 

证明： 

（i）令 ( )( ) f zF z e z= − ,则 ' ( ) '( ) ( ) 1 0f zF z e f z= ⋅ − =  
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( )F z c⇒ = (常数) 

令z=1,则 (1) 01 1 0f e c− = − = =F(1)=e . 

故
( )

( ) log
(1) 1

f ze z
f z z

f
=

⇒ =
= 

 

(ii)提示 ( ) ( )f z f zω ω′ ′= ,令 1z = 得
1( )f ω
ω

′ = . 

8．证明： 32)( 2 ++= zzzf 在 ( )1,0B 中单叶. 

证明： 取 ( )1 2 1 20,1 ,z z B z z∀ ∈ ≠，  

1 2( ) ( )f z f z− = 1 2 1 2( )( 2)z z z z− + +  

( )1 2 1 2 1 2 1 2, 0,1 ( ) ( ) 0 ( ) ( )z z z z B f z f z f z f z≠ ∈ ⇒ − ≠ ⇒ ≠，  

故 )(zf 在 ( )0,1B 中单叶. 

12．设 f 在 ( ]\ ,0−∞£ 上全纯， (1) 1, 0.f µ= > 证明： 

)(i 若 ( ]' ( )( ) , \ ,0f zf z z
z

µ= ∈ −∞C ，则
arg( ) ;i zf z z eµ µ≡  

)(ii 若 ( ) ( ) ( )f z f z fω ω= ， ( ]\ ,0z ∈ −∞C , ( )0,ω ∈ ∞ ,且 ' (1) ,f µ= 则

arg( ) i zf z z eµ µ≡  

 

证明：(i) 要证 arg( ) i zf z z eµ µ= ，即证
log( ) zf z eµ=  

( )log( ) 0zf z eµ ′ = ,及 (1) 1f =  

log( ) | |z i Argzf z e z eµ µ µ⇒ = = ⋅ . 

(ii) ( ) ( ) ( )zf z f z fω ω′= 令 1ω = 得 ( ) ( )zf z f zµ=  

即
( )( ) f zf z
z

µ′ =  

 
14.证明: 

)(i cos( ) cos cos sin sin ;z z zω ω ω+ = ⋅ − ⋅  

)(ii sin( ) sin cos cos sin ;z z zω ω ω+ = ⋅ + ⋅  
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证明:(i) cos( ) sin( )z i zω ω+ + + ( )i ze ω+=  

       ( )cos cos sin sin sin cos cos sinz z i z zω ω ω ω= − + +        (1 ) 
在上式中以 z− ， ω− 代入，得 

cos( ) sin( )z i zω ω+ − +  

( )cos cos sin sin sin cos cos sinz z i z zω ω ω ω= − − +       （2） 

(1)+(2)得 cos( ) cos cos sin sinz z zω ω ω+ = −  

(1) (2)得 sin( ) sin cos cos sinz z zω ω ω+ = +  

 
 

19.证明: sin zω = 将半条形域 : Re ,Im 0
2 2

z z zπ π ∈ − < < > 
 

£ 一一地映为上半平面. 

证明: sin cos( ) cos( )
2 2

z z zπ π
ω = = − = − 令

2
u z π

= − , 

则 cosw u= 是由指数 , ( Re 0, Im 0),iuz e u uπ= − < < >  

与 Rokovsky函数 { }1 1( ), ( (0,1) \ 0 , 0),
2 z

z z B argzω π= + ∈ − < < 的复合. 

故 sinw z= 将半条形区域{ : Re , Im 0}
2 2

z z zπ π
∈ − < < >£ 一一映成上半平面. 

 

20.证明 (0,1)B 是 2( )
(1 )

zf z
z

=
−

的单叶性域,并求出 ( (0,1))f B . 

证明: 
[ ]

1 2
1 2 1 22

1 2

1( ) ( ) ( )
(1 )(1 )

z zf z f z z z
z z
−

− = −
− −

 

给出 f 的单叶性 

0z ≠ 时, 
1 1 2
( )

z
f z z

= + − 由 Rokovsky函数的性质易得 

1( (0,1)) \ ( , ]
4

f B = −∞ −£  

 
21.当 z按逆时针方向沿圆周{ : 2}z z = }旋转一圈后,计算下列函数辐角的增量: 

(iii) 
1

2 4( 2 3) ;z z+ −  

(iv) 

1
21

1
z
z

− 
 + 

. 

解: 

(iii) 
1

2 4( 2 3)z z+ −
1
4[( 3) ( 1)]z z= + ⋅ −  

    3− 在圆周 | | 2z = 外,1在圆周| |z =内 

所以当 z按逆时针方向沿圆周旋转一圈后, 辐角的增量为
2
π
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(iv) 

11
122
2

2

1 ( 1)( 1) 1 ( 1)( 1)
1 | 1| | 1|

z z z z z
z z z

   − − +  = = − +    + + +    
 

1z = ± 均在圆周| | 2z = 内,所以辐角的增量为 0. 
 

22.设
1

( ) ,0 1.
(1 )

p

p
zf z p

z

−

= < <
−

证明: f 能在域 [ ]\ 0,1D = £ 上选出单值的全纯分支. 

证明: 
1 1( )

(1 ) 1

pp

i p i
z zf z
e z e z zπ π

−  = =  + − 
 

只需考虑 ( )
1

pzg z
z

 =  − 
 

设γ 是D中的简单闭曲线,则当 z沿γ 逆时针绕行一周时, 若γ 内部不含[0,1] ,则辐角增量为
0, 若[0,1]位于γ 内部,则辐角增量为2 2 ( ) 0p pπ π+ − = . 

故 g从而 f 能在域 [ ]\ 0,1D = £ 上选出单值的全纯分支. 
 
 

23.证明: 
2 1( ) zf z Log
z

 −
=  

 
能在域 ( ] [ ]( )\ , 1 0,1D = −∞ − ∪£ 上选出单值的全纯分支. 

证明: 
2 1z
z
−
将 ( ] [ ]( )\ , 1 0,1−∞ − ∪£ 映入 ( ]\ ,0−∞£ ，而对数函数在 ( ]\ ,0−∞£ 上能选出

全纯分支. 
 

24.设单叶全纯映射 f 将域 D一一地映为 G,证明:G的面积为
2'( ) .f z dxdy∫∫  

 
证明:令 iyxz += , ),(),()( yxivyxuzf +=  

变换行列式
( , )
( , )

u
u v x

vx y
x

∂
∂ ∂=

∂∂
∂

 

u
y
v
y

∂
∂
∂
∂

= 
u v v u
x y x y

∂ ∂ ∂ ∂
⋅ − ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 

                 = 2 2( ) ( )u v
x x

∂ ∂
+

∂ ∂
= 

2u vi
x x

∂ ∂
+

∂ ∂
 

                 = 
2'( )f z  

∴ 
2'( , )| | ( )

( , )G
D D

u vS dxdy f z dxdy
x y

∂
= =

∂∫∫ ∫∫ . 

 
 
25.设 f 是域 D上的单叶全纯映射, )(),( βαγ ≤≤= ttz 是 D中的光滑曲线, 

证明: ( ( ))f tω γ= 的长度为
' '( ( )) ( )f t t dtβ

α γ γ∫  

证明: ' '( ( )) ( )d f t t
dt
ω

γ γ=  

故 ( ( ))w f tγ= 的长度为
' '( ( )) ( )f t t dtβ

α γ γ∫  
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26.设 D是 z平面上去掉线段[ ] [ ]1, , 1,i i− 和射线 z it=  ( )1 t≤ < ∞ 后得到的域,证明函数

2(1 )Log z− 能在 D上分出单值的全纯分支.设 f 是满足 0)0( =f 的那个分支,试计算 )2(f
的值. 
 
解: 取 D中任一简单闭曲线γ ,则 1± 都不在γ 内部, 

从而 z沿γ 逆时针绕行一周时, 21 (1 )(1 )z z z− = − + 辐角的增量为 0, 
故能选出全纯分支. 
设 2 2( ) log |1 | (1 ) 2f z z iarg z kπ= − + − + . 由 (0) 0 0f k= ⇒ = , 故

(2) log 3 ( 3) log3f iarg iπ= + − = + . 
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§2.5习题 

 

1. 试求把上半平面映为上半平面的分式线性变换,使得∞ ,0,1分别映为 0,1, ∞ . 
 

解: 
1( )
1

T z
z

ω
−

= =
−

 

 

2. 证明: 分式线性变换
az b
cz d

ω
+

=
+
把上半平面映为上半平面的充要条件是 dcba ,,, 都是 

实数,而且 0>− bcad . 
 
证明: 必要性：因为线性变换把实轴映为实轴, 

故
az b
cz d

ω
+

=
+
中 dcba ,,, 都是实数； 

因为 2

( )( ) ac bd ad bc ii
c

ω
+ + −

= 属于上半平面，故 0>− bcad . 

充分性：对 0,1, ,z = ∞ 都有 ( )zω ∈ R ,从而ω将实轴映为实轴, 
又 Im ( ) 0i ad bcω = − > ,故将上半平面映为上半平面. 
 
4.试求把单位圆盘的外部{ }1: >zz  映为右半平面{ }: Re 0ω ω > 的分式线性变换,使得 
(i)1,-i,-1分别变为 i,0,-i; 
(ii)-i,i,1分别变为 i,0,-i. 

解:(i) ( ) z iT z
z i

ω
+

= =
−

 

  (ii) ( )
(2 ) 2 1

z iT z
i z i

ω
−

= =
− + −

 

 

10.设 ( ) az bT z
cz d

+
=

+
是一个分式线性变换,如果记

a
c





 
1b

d

−




=
α
γ





 
β
δ





,那么

1( ) zT z
z

α β
γ δ

− +
=

+
. 

证明: 

a
c





 
1b

d

−




=
d

c

 −

 
b

a
− 




=
α
λ





 
β
δ





  

( ) az bT z
cz d

+
=

+
( ) ( )czT z dT z az b⇒ + = +  1( ) b dz zT z

cz a z
α β
γ δ

− − +
⇒ = =

− +
 

从而证得
1( ) zT z

z
α β
γ δ

− +
=

+
. 

 

11.设
11

11
1 )(

dc
bazT

+
+

= , =)(2 zT
22

22

dc
ba

+
+

是两个分式线性变换,如果记 
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1

1

a
c





 1

1

b
d





2

2

a
c





 2

2

b
d





=
a
c





 
b
d




那么 1 2( )( ) az bT T z

cz d
+

=
+

o . 

证明: 1 2( )( )T T zo = 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

a a z a b b c z b d
c a z c b d c z d d

+ + +
+ + +

 

又Q 1

1

a
c





 1

1

b
d





2

2

a
c





 2

2

b
d





=
a
c





 
b
d





 

∴
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

a a b c a
a b b d c
c b d d d

+ =
 + =
 + =

⇒ 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

a a z a b b c z b d az b
c a z c b d c z d d cz d

+ + + +
=

+ + + +
 

从而 1 2( )( ) az bT T z
cz d

+
=

+
o . 

 

12.设Γ是过-1和 1的圆周, z和w都不在圆周上.如果 ,1=zw 那么 z和w必分别于Γ的内部

或外部.  
 

证明:由圆的对称性知Γ的圆心必然在虚轴上，设圆周与虚轴交个交点为 1 2z z， . 

又由平面几何知识知 1 2| | | | 1z z⋅ = ,从而 2
1

1z
z

= . 

设 z在Γ内部，则 z位于走向 1， 1z ,-1的左边,因此分式线性变换
1(x)T
x

= ，将
1 ( )
z

T z= 映

为走向 1(1) ( ) ( 1)T T z T −， ， ，即 1， 2z ，-1的左边. 

注意 ( )T Γ = Γ，走向 1， 2z ，-1的左边即Γ的外部，故
1
z
在Γ外部. 

 

15.求一单叶全纯映射,把除去线段[ ]i+1,0 的第一象限映为上半平面. 

提示: 先作变换 4
1 zz = ,再作 412 += zz ,最后作变换 23 zz = 可得. 

 

16. 求一单叶全纯映射 ,把半条形域 : Re ,Im 0
2 2

z z zπ π − < < > 
 

映为上半平面 ,且把

2
π

, 0,
2
π

− 分别映为 1,-1,0. 

提示: 先作变换 1z iz=  ,再作 1
2

zez = , )1(
2
1,

3
3423 z

zzizz +=−= . 
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即
1 1( )
2

iz
izw ie

ie
= − +

−
 

 

17.求一单叶全纯映射 ,把除去线段 [ ]hiaa +, 的条形域 { }: 0 Im 1z z< < 映为条形域

{ }: 0 Im 1w w< < ,其中,a是实数, 0 1h< <  

提示:先作变换 1
zz eπ= ,再作变换 π

π

a

a

ez
ezz

+
−

=
1

1
2 便可得结论. 

 

19.求一单叶全纯映射,把除去线段 [ ]2,1 的单位圆盘的外部映为上半平面. 

提示:先作变换 1
1
1

zz
z

−
=

+
,再作变换 2

2 1 3 2 4 3 5 4
1, , ,
9

z iz z z z z z z= = = + =  

即
21 1( )

1 9
zw i
z

−
= +

+
为所求的单叶全纯映射. 
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第三章 全纯函数的积分表示  

 
§3.1习题 

1.计算积分
2 3z dz

zγ

−
∫ ，其中，γ 为 

(iii)沿圆周{ :| | 2}z z∈ =£ 的正向. 

 
2 3z dz

zγ

−
∫ =2

3dz dz
zγ γ

−∫ ∫ =0-6 i 6 iπ π= −  

 

2.计算
|z|=1

dz ,
2z +∫ 并证明，

0

1 2cos
5 4cos

d
π θ

θ
θ

+
+∫ =0. 

奇点在区域外积分为 0 

|z|=1

dz
2z +∫ =

2

0

d
2

i

i
e

e

π θ

θ +∫ =
2

0

i
2

i

i
e d

e

π θ

θ θ
+∫ =

2

0

( 2)i 0
( 2)( 2)

i i

i i
e e d

e e

π θ θ

θ θ θ
−

−

+
=

+ +∫  

2

0

2

0
2

0

2 2

0 0
2

0

1 2 0
1 2 2 4

1 2cos 2 sin 0
5 2cos 2sin 2 cos( ) 2 sin( )

1 2cos 2 sin 0
5 4cos

1 2cos 2sin 0
5 4cos 5 4cos

1 2cos( ) 0
5 4cos

i

i i
e d

e e

i d
i i

i d

d d i

d

π θ

θ θ

π

π

π π

π π

π

θ

θ θ
θ

θ θ θ θ

θ θ
θ

θ

θ θ
θ θ

θ θ

θ
θ

θ

−

+
⇒ =

+ + +

+ +
⇒ =

+ + + − + −

+ +
⇒ =

+

+
⇒ + =

+ +

+
+ =

+

∫

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

由对称性 
2

0

0

1 2cos 1 2cos
5 4cos 5 4cos

1 2cos 0
5 4cos

d d

d

π π

π

π

θ θ
θ θ

θ θ

θ
θ

θ

+ +
=

+ +

+
=

+

∫ ∫

∫所以

 

3.计算积分
|z| 3

2 1 dz
( 1
z

z z=

−
−∫ ）

. 
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|z| 3 |z| 3 |z|=3 | | 3

2 1 1 1 1dz= 4 i
( 1 ( 1) z 1z

z z zdz dz dz
z z z z z

π
= = =

− − +
= + =

− − −∫ ∫ ∫ ∫）
 

4.如果多项式 Q(z)比多项式 P(z)高两次，试证： 
| |

(z)lim 0
( )R

Z R

P dz
Q z→∞

=

=∫  

证明：
2(z)lim

( )R

P z A
Q z→∞

=  (A为某个常数) 

从而存在M>0,R 0 >0使得当 R≥ R 0时，有
2( )

( )
P z z M
Q z

≤  

因此 2
| | | | | |

( ) ( ) 2| | || | | | 0( )
(z) ( ) | z |z R z R z R

P z P z M Mdz z dz R
Q Q z R

π

= = =

≤ ≤ = → → ∞∫ ∫ ∫  

所以
( )lim 0
( )R

P z dz
Q z→∞

=∫  

 

6.设 f 1( ),C D∈ γ 是域 D中分别以 a和 b为起点和终点的可求长曲线.证明： 

( ) ( ) ( ) ( )
z

f z f zdz d z f b f a
zγ

∂ ∂
+ = −

∂ ∂∫  

z) 1 f ),
2

f fi dz dx idy
z x y

∂ ∂ ∂
= − = +

∂ ∂ ∂
（

（  

) 1 ),
2

f z f fi d z dx idy
z x y

∂ ∂ ∂
= + = −

∂ ∂ ∂
（

（  

( ) ( ) 1 1( )( ) ( )( )
2 2

f z f z f f f fdz d z i dx idy i dx dy
z x y x yz
f fdx dy df
x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − + + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
∂ ∂

= + =
∂ ∂

 

故
( ) ( ){ } ( ) ( )f z f zdz d z df f b f a
z zγ γ

∂ ∂
+ = = −

∂ ∂∫ ∫  

 
 

8.设γ 是域 D 中以 a 为起点，以 b 为终点的可求长曲线，f,g 1( ) ( ).H D C D∈ ∩ 证明分部积

分公式： 'f ( ) ( ) ( ) ( ) | z) .b
az g z dz f z g z f dz

γ γ

= −∫ ∫ ’（  
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( ) '( ) '( ) ( ) [ '( ) ( ) ( ) '( )] [ ( ) ( )]' ( ) ( ) |b
af z g z dz f z g z dz f z g z f z g z dz f z g z dz f z g z

γ γ γ γ

+ = + = =∫ ∫ ∫ ∫
故 ( ) '( ) ( ) ( ) | '( ) ( )b

af z g z dz f z g z f z g z dz
γ γ

= −∫ ∫  

9.设γ 是正向可求简单曲线，证明：γ 内部的面积为
1
2i r

zdz∫ . 

证明：由公式得
r

zdz∫ =
z( dz

D

d z
z

∂
− ∧

∂∫ ） =-
D

dz d z∧∫  

=- ( ) ( i
D

dx idy dx idy+ ∧ − ∧∫ ∫ ∫
D D

）= 2 dx dy= 2idA  

=2iA 

所以 A=
1
2i r

zdz∫  

11.设 f 在 z 0处连续，证明： 

（i）
2

0 0r 0
0

1lim ( ) z
2

if z re d f
π

θ θ
π→

+ =∫ （ ）； 

(ii) 
0

00
0| | r

1 ( )lim ( )
2r

z z

f z dz f z
i z zπ→

− =

=
−∫ . 

证明：(i)
2 2

0 0 0 0
0 0

1 1( ) ( | ( ) ( | d
2 2

i if z re d f z f z re f z
π π

θ θθ θ
π π

+ − ≤ + −∫ ∫） ）  

 
0

0
| |
sup | ( ) ( ) | 0( 0 )

z z r
f z f z r +

− =
≤ − → →  

所以

2

0 0r 0
0

1lim ( ) ( )
2

if z re d f z
π

θ θ
π→

+ =∫ . 

(ii) 
0

2

0
0| | r 0

1 ( ) 1 ( )
2 2

i

z z

f z dz f z re d
i z z

π
θ θ

π π− =

= +
−∫ ∫  

故

0

0r 0
0| |

1 ( )lim ( )
2 z z r

f z dz f z
i z zπ→

− =

=
−∫  

12.设 D={ 0 0z : arg( ) }(0 2 ),z a aθ θ α π∈ < − < + < ≤£  f 在 \{ }D a 上连续，证明： 

（i）如果
a

z D\{a}

lim ( ) ( ) ,
z

z a f z A
→
∈

− = 那么
r 0

|z a|

lim ( ) ;
r

z D

f z dz i Aα
→

− =
∈

=∫  
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(ii)如果
z D\{a}

lim ( ) ( ) ,
z

z a f z B
→∞
∈

− = 那么
z

| |

lim f ( ) .
z a R
z D

z dz i Bα
→∞

− =
∈

=∫  

证明：（i） 

| | | | | |

1( ) i ( ) | ( ) ( ) || |
z a r z a r z a r
z D z D z D

Af z dz A f z dz z a f z A dz
z a r

α
− = − = − =

∈ ∈ ∈

− = − ≤ − −
−∫ ∫ ∫  

| |
sup | (z ) ( ) | 0 r 0 )
z a r
z D

a f z A +

− =
∈

≤ − − → →（  

(ii)略 
 

§3.2习题 

 

1.计算积分： 

（i） 2
|z|

| | ,| |
| |r

dz a r
z a=

≠
−∫  

2

2 2
|z| 0 | |

| |
| | ( )( ) ( )( )i i

r z r

dz rd r dz
z a ire a re a z a r az

π

θ θ

θ
−

= =

= =
− − − − −∫ ∫ ∫  

2 2 2 22
| |

1 1 2
| | | | | |/z r

ir rdz
r a z a r az r a

π

=

−  = − = − − −− ∫  

（iii） 4
|z| 5

;
1

zdz
z= −∫  

2
2

4 2 2 2 2
|z| 5 |z| 5 |z| 5

1 1 1 1 0
1 2 ( 1)( 1) 4 1 1

zdz dz dz
z z z z z= = =

 = = − = − − + − + ∫ ∫ ∫  

 

（iv） 2 2
|z| 2

, 0.
z

a

e dz a
z a=

>
+∫  

2 2
|z| 2 | | 2 | | 2

1 1
2ai 2

z z z

a z a z a

e e edz dz dz
z a z ai ai z ai= = =

= −
+ − +∫ ∫ ∫  

=
1 1 2 i2 2 sin

2ai 2
ai aii e i e a

ai a
π

π π −⋅ ⋅ − ⋅ =  

2.设 f 在{ : | | }z r z∈ < < ∞£ 中全纯，且
z
lim (z) .zf A

→∞
= 证明： 

| |

( ) 2 ,
z R

f z dz iAπ
=

=∫  这里 rR >  
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证明：设 ' ,r R R< < < ∞ 利用Cauchy积分公式得 

'| | | | ' | |

dz 2 ( )
z R z R z R

Af z iA f z dz dz
z

π
= = =

− = −∫ ∫ ∫（）
|z| '

1 | ( ) || |
R

zf z A dz
R =

≤ −
′ ∫  

'

'

| |
2 sup | ( ) | 0( )

z R
zf z A Rπ

=
≤ ⋅ − → → ∞  

 

4.设0 ,r R f< < 在 (0, )B R 中全纯.证明： 

2

0

1i (0) ( ) ;
2

if f re d
π

θ θ
π

= ∫（）  

| |

ii ( ) .
z r

f f z dxdy
π <

∫2

1
（ ） (0)=

r
 

证明：（i） 0,R δ∀ > >  由Cauchy积分公式得
| | | |

1 ( ) 1 ( )
2 i 2z r z

f z f zdz dz
z i zδπ π= =

=∫ ∫  

即

2 2

0 0

1 1( ) ( )
2 2

i if re d f e d
π π

θ θθ δ θ
π π

=∫ ∫ ，令 0δ → ，则有 
2

0

1 ( ) (0)
2

if re d f
π

θ θ
π

=∫  

 

(ii) 2
|z|

1 ( )
r r

f z dxdy
π <

∫ =
r 2

2
0 0

1 ( )
r

id f e d
π

θρ ρ ρ θ
π ∫ ∫        （1） 

利用（i）得
2

0

( ) 2 (0)if e d f
π

θρ θ π=∫                 （2） 

由（1）和（2）式得 2
| |

1(0) ( )
z r

f f z dxdy
rπ <

= ∫  

5.设 u是 B(0,R)中的调和函数，0 .r R< < 证明：

2

0

1u(0)= ( ) .
2

iu re d
π

θ θ
π ∫  

证明：单连通域上的调和函数是某个全纯函数 f 的实部： Reu f=  

     
2 2

0 0

1 1(0) ( ) 0 Re (0) ( )
2 2

i if f re d u f u re d
π π

θ θθ θ
π π

= ⇒ = =∫ ∫（）  

 

6.设0 1.r< < 证明： 2

0

log(1 2rcos r ) 0d
π

θ θ− + =∫  
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证明：令 U(z)= 2ln | 1|z − ,则 U在 B(0,1)上调和，由题 5，0=U(0)= 

2 2
2 2

0 0 0

1 1 1( ) log(1 2 cos ) log(1 2 cos )
2 2

iu re d r r d r r d
π π π

θ θ θ θ θ θ
π π π

= − + = − +∫ ∫ ∫ . 

§3.3习题 

 

1.设 D是域， , ( )f g H D∈ .如果 'fg 在 D上有原函数ϕ .证明： 'fg 在上 D有原函数

fg ϕ−  

证明： , ( )f g H D∈ .由 'fg = ϕ，得 ' '( )fg fgϕ− = . 

 

3．设 ( ) ( )nf C H∈ £ I £ ，并且 ( ) ( ) 0nf z ≡ .证明： f 必为次数不大于n -1的多项式. 

证明：归纳法 k=1时显然，设 k=n-1时成立，取定 Cξ ∈ ,由 ( ) ( 1)( ) 0 ( )n nf z f z C−≡ ⇒ =  

故

( 1)1

( ) 0
( 1)!

nnCzf z
n

−− 
− ≡ − 

，从而
1

( )
( 1)!

nCzf z
n

−

−
−

是次数不超过 n-2的多项式. 

 

5.设 f 是凸域D上的全纯函数，如果对每点 z D∈ ，有 { }'Re ( ) 0f z > ，那么 f 是D上的

单叶函数. 

证明： 1 2,z z D∀ ∈ ， 1 2z z≠  则 

       
2

1

1' '
2 1 1 2 1 2 10

( ) ( ) ( ) ( ( ))( )
z

z
f z f z f d f z t z z z z dtξ ξ− = = + − −∫ ∫  

        则
1 '2 1

1 2 10
2 1

( ) ( ) ( ( ))f z f z f z t z z dt
z z

−
= + −

− ∫  

      从而 { }1 '2 1
1 2 10

2 1

( ) ( ) Re ( ( )) 0f z f z f z t z z dt
z z

−
≥ + − >

− ∫  

故 1 2( ) ( )f z f z≠ ，这表明 f 是D上的单叶函数. 

§3.4习题 

 

 

1． 计算下列积分： 

（1） 2
| | 1

sin
1z

z dz
z= −∫  
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解： 2
| | 1 | 1| 1 1

sin 1 sin sin2 sin1
1 1 1 1z z z

z z zdz dz i i
z z z z

π π
= − = =

 = ⋅ = = − − + + ∫ ∫  

(2) 
2

| | 2

;
1z

dz
z= +∫  

解：
2

| | 2 | | 2

1 1 1 0
1 2z z

dz dz
z i z i z i= =

 = − = + − + ∫ ∫  

 

(4)
2 2

3| |
2

;
( 1)( 4)

z

dz
z z

=
+ +∫  

解：与第二题类似，答案为 0. 
 

(6)
| | ( ) ( )n
z R

dz
z a z b= − −∫ ,n为正整数，a ≠ b不在圆周|z|=R上. 

解：原式

0 ,
2

( )
2

( )
0 , .

n

n

a b
i a

b a
i a

b a
a b

π

π




 −

= 
−
 −



均在圆外.

在圆外，b在圆内.

在圆内，b在圆外.

均在圆内

 

 

3.设 D 是由有限条可求长简单闭曲线围成的域， 1, nz z…, 是 D 中 n 个彼此不同的点.如果

( ) ( )f H D C D∈ I ，证明：
( ) ( )1 ( )( )

2 ( )
n n

nD

zfP z d
i z

ω ζ ωζ
ζ

π ω ζ ζ∂

−
=

−∫ 是次数不超过 n-1的多

项式，并且 1( ) ( ), 1,2, . ( ) ( ) ( - )k k n nP z f z k n z z z z zω= = … = − …， 其中， . 

（提示：证明
( ) ( )n n z

z
ω ζ ω

ζ
−
−

是 z的次数不超过 n-1的多项式.） 

证明：由于 1( ) ( )n z z zω = − n…(z-z ) 

从而
( ) ( )n n z

z
ω ζ ω

ζ
−
−

是 z的 n-1次多项式，记 ( ) ( )h( , ) ( ) n n zz f
z

ω ζ ω
ξ ξ

ζ
−

=
−

 

取 0ε > 充分小，由 Cauchy积分公式 
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1

1k 1 1| |
1

1 ( , )( ) ( , ) ( )
2 ( )k

n n n

k k jn jkz j kjj

h zP z d h z z z z
i zξ ε

ξ
ξ

π ξ

−

=
= =− = ≠

=

= = Π −
Π −

∑ ∑∫  

因为
( )h( , ) ( ) n zz f
z

ω
ξ ξ

ζ
−

=
−

是 z的次数不超过 n-1的多项式，故 P(z)是关于 z的次数不超过

n-1的多项式. 

又
1

( ) ( ) ( ),
n

n k jj
j k

z z z z zω
=
≠

− = − Π − 故 ( ) ( )k kP z f z= 是关于 z的次数不超过 n-1的多项式. 

 

5.设 ( (0,1)) ( (0,1))f H B C B∈ I .证明： 

2 2

0

2 2

0

2(1) ( ) cos 2 (0) (0);
2

2(2) ( )sin 2 (0) (0)
2

i

i

f e d f f

f e d f f

π θ

π θ

θ
θ

π

θ
θ

π

  ′= + 
 
  ′= − 
 

∫

∫
 

（提示：分别计算积分
1 1

1 1 1 12 ( ) 2 ( )
2 2

d df f
i iζ ζ

ζ ζ
ζ ζ ζ ζ

π ζ ζ π ζ ζ= =

   
+ + − −   

   
∫ ∫和  

即可.） 
 
证明：由 Cauchy公式，得 

2 2

0 0
1

1 ( ) 1 ( ) 1(0) ( )
2 2 2

i
i i

i

f f ef d ie d f e d
i i e i

θπ πθ θ
θ

ζ

ζ
ζ θ θ

π ζ π π=

= = =∫ ∫ ∫
,

2

2 0
1

1 ( ) 1(0) ( )
2 2

i iff d f e e d
i

π θ θ

ζ

ζ
ζ θ

π ζ π
−

=

′ = =∫ ∫
   ② 

又由 Cauchy定理，
1

( ) 0f d
ζ

ζ ζ
=

=∫ 即
2

0

1 ( ) 0
2

i if e e d
π θ θ θ

π
=∫   ③ 

②+③得
2 2 2

0 0

1 1(0) ( ) cos ( )(2cos 1)
2

i if f e d f e d
π πθ θ θ

θ θ θ
π π

′ = = −∫ ∫  

即
2 22

0 0

2 1( )cos (0) ( ) (0) 2 (0)
2

i if e d f f e d f f
π πθ θθ

θ θ
π π

′ ′= + = +∫ ∫  

 
6.利用上题结果证明： 

设 ( (0,1)) ( (0,1))f H B C B∈ I ,且 (0) 1,Re ( ) 0f f z= ≥ ,那么 2 Re (0) 2f ′− ≤ ≤ . 

证明：
2 2

0

2 ( )cos (0) 2 (0)
2

if e d f f
π θ θ

θ
π

′= +∫   
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两边取实部,即 
2 2

0

2Re ( )cos 2 Re (0) 0
2

if e d f
π θ θ

θ
π

′= + ≥∫  

同理
2 2

0

2 ( )sin 2 (0) (0)
2

if e d f f
π θ θ

θ
π

′= −∫  

2 2

0

2Re (0) 2 ( )sin 2 0 2
2

if f e d
π θ θ

θ
π

′ = − ≤ − =∫  

所以 2 Re (0) 2f ′− ≤ ≤ . 

§3.5习题 

1．设 f 是有界整函数, 1 2,z z 是 (0, )B r 中任意两点.证明：
1 2

( ) 0
( )( )z r

f z dz
z z z z=

=
− −∫ 并由 

得出 Liouyille定理. 
 
证明：利用 Cauchy积分公式得 

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( )( ) 1 ( ) ( ) 2
( )( )z r z r

f z f zf z f z f zdz dz i
z z z z z z z z z z z z

π
= =

  −
= − = − − − − − − 

∫ ∫  

另一方面, 由于 f 有界, 0, . . ( ) ,M s t f z M z∃ > ≤ ∀ ∈C  

由 Cauchy积分定理 

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) 2 0( )
( )( ) ( )( ) ( )( )z r z R r

f z f z Mdz dz R R
z z z z z z z z R z R z

π
= = >

= ≤ ⋅ → → ∞
− − − − − −∫ ∫

 
从而 

1 2
1 2

1 2

( ) ( )2 0 ( ) ( ) ( )f z f zi f z f z f z C
z z

π
−

= ⇒ = ⇒ =
−  

2.设 f 是整函数, 如果当 z → ∞时, ( ) (| | ), 0,f z O z α α= ≥ 证明 f 是次数不超过[ ]α 的多

项式. 

解：令 [ ] 1n α= +  

( ) ( )

( )
1 1 1

! ( ) ! ( ) ! | |( )
2 ( ) 2 ( ) 2

! 0

n
n n nz R

z R z R

n

n f n f n Mf z d d d
i z z R

R z
n M R

R

α

ζ
ζ ζ

α

ζ ζ ζ
ζ ζ ζ

π ζ π ζ π+ + +− =
− = − =

= ≤ ≤
− −

+
≤ → → ∞

∫ ∫ ∫
  

故
( ) ( ) 0nf z ≡  
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4.设 f 是整函数,如果 { }( ) ; Im 0f z z⊂ ∈ >£ £ ,证明 f 是一个常值函数. 

证明：令
( )( )
( )

f z ig z
f z i

−
=

+
,则|g(z)|<1,g是整函数. 

从而
( )( ) ( )
( )

f z ig z c f z c
f z i

−
= = ⇒ =

+
%  

 

5.设 f 是整函数,如果 ( ) \ [0,1]f ⊂£ £ 证明 f 是一个常值函数. 

证明：令 ( ) ( )
( )1

f z
g z

f z
=

−
,则 

( ) [ )\ 0,g ⊂ ∞£ £ .再令 ( ) ( )h z g z=  

则 ( ) { }: Im 0h z z⊂ ∈ >£ £   

由上题知h常值,故 f 常值. 

 

6.设 f 在域 D上全纯, 0z D∈ 定义 

0
0

0

0 0

( ) ( ) , \{ };
( )

( ) , .

f z f z z D z
z zF z

f z z z

− ∈ −= 
 ′ =  

证明： ( )F H D∈   

证明：
0 0

0
0 0 0

0

( ) ( )( ) ( ) lim lim ( )
z z z z

f z f zF z f z F z
z z→ →

−′= = =
−

  

故 F在 0z 点也连续.将 F限制在 0( , )B z ε 上,则 F M≤ ,对 D内任一简单闭曲线γ ,可取一含

于 0( , )B z ε 的简单闭曲线使得 ( ) ( )f z dz f z dz
εγ γ

=∫ ∫ ,对 0,ε∀ > 由此易得 ( ) 0f z dz
γ

=∫ ,从

而 F在 D上全纯. 
 

7.设γ 是可求长曲线, f 在域 D上连续,在 \D γ 上全纯.证明： f 在 D上全纯. 

证明：任取 D中简单闭曲线 0γ  

（1） 当γ 含于 0γ 内部时,延长γ ,交 0γ 于 A,B两点. 
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0 1 2

( ) ( ) ( ) 0
AB BA

f z dz f z dz f z dz
γ γ γ+ +

= + =∫ ∫ ∫
 

（2） 同理,当γ , 0γ 相交时,
0

( ) 0f z dz
γ

=∫   

故由Morera定理知 f 在 D上全纯. 

§3.6习题 

 

1、设 D是由有限条可求长简单闭曲线围成的域, 1( )f C D∈ .证明： 

（i）
( ) ( )

D D

f d d f dξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ∂

∂
∧ =

∂∫∫ ∫  

（ii）
( ) ( )

D D

f d d f dξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ∂

∂
∧ =

∂∫∫ ∫  

证明： ( )f ξ 是域上的一个 0次微分形式 1( )f C D∈ ,根据定理 3.6.1
D D

f df
∂

=∫ ∫  

可得
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

D D D D

f f ff d df d d d d d dξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ∂

∂ ∂ ∂
= ∧ = + ∧ = ∧

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫  

同理
( ) ( ) ( )( ) ( )

D D D

f f ff d d d d d dξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξξ∂

∂ ∂ ∂
= + ∧ = ∧

∂ ∂∂∫ ∫ ∫  

 

4、设 D是由有限条可求长简单闭曲线围成的域, f 在D上全纯, z D∈ .证明： 

( ) ( ) ( )( )
D D

f f fd d d
zz z

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξξ ξ∂

′
∧ = +

−− −∫∫ ∫  

证：因 ( )f H D∈ ,从而 1( )f C D∈ ,则对 f 用 Pompeiu公式 

1 ( ) 1 ( ) 1( )
2 2D D

f ff z d d d
i z i z

ξ ξ
ξ ξ ξ

π ξ π ξ ξ∂

∂
= + ∧

− ∂ −∫ ∫∫  

从而两边取共轭得 

1 ( ) 1 ( )( )
2 2D D

f ff z d d d
i iz z

ξ ξ
ξ ξ ξ

π πξ ξ∂

′
= − − ∧

− −∫ ∫∫  

1 ( ) 1 ( )( )
2 2D D

f ff z d d d
i z i z

ξ ξ
ξ ξ ξ

π ξ π ξ∂

′
= − + ∧

− −∫ ∫∫          （1） 
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1 ( )( )
2 D

ff z d
i z

ξ
ξ

π ξ∂

=
−∫                                 （2） 

由（1）（2）可得
( ) ( ) ( )( )

D D

f f fd d d
zz z

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξξ ξ∂

′
∧ = +

−− −∫∫ ∫ . 

 
 

§3.7习题 

 

2.设 D是域, ( )f C D∞∈ , 证明：若
0 ( )u C D∞∈ 是非齐次∂方程的解,即 0u f

z
∂

=
∂

, 则该方程

的解的全体为 0 ( )u H D+ . 

提示：显然 ( )0u H D+ 中的元都是解. 

另一方面,设u是方程的一个解,则
( )0 0
u u

f f
z

∂ −
= − =

∂
,即 0u u− 满足 C-R方程, 

又 ( )u C D∞∈ ,故 ( )0u u H D− ∈ . 
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第四章 全纯函数的 Taylor展开及其应用  
 

§4.1习题 

1、证明：复数项级数
1

n
n

z
∞

=
∑ 收敛，当且仅当

1

Re n
n

z
∞

=
∑ 和

1

Im n
n

z
∞

=
∑ 同时收敛. 

证明：由不等式 

1 1 1 1 1

Re Im Re Im
1 | | | | | | | | | |
2

n p n p n p n p n p

k k k k k
k n k n k n k n k n

z z z z z
+ + + + +

= + = + = + = + = +

 + ≤ ≤ + 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

即得结论. 
  

3、设
1

n
n

zf
∞

=
∑ （）是非空点集 E 上的函数项级数，证明

1
n

n

zf
∞

=
∑ （）在 E 上一致收敛当且仅当

1
n

n

zRef
∞

=
∑ （）和

1
nIm

n

zf
∞

=
∑ （）在 E上一致收敛. 

证明：同上题. 

 

6、设
1

n
n

z
∞

=
∑ 是复数项级数，且 n

nn
lim | z | q

→∞
= .证明： 

（i）当 1q < 时，则
1n

nz
∞

=
∑ 绝对收敛. 

(ii) 当 1q > 时，则
1n

nz
∞

=
∑ 发散. 

证明： n
nn

lim | z | q
→∞

= ,取 r使得 1q r< < ,则 n充分大时, n| | nz r<  

故
1n

nz
∞

=
∑ 绝对收敛. 

（ii）易知 0nz →/  

 

8、设 { }\ 0nz ∈£ ， n N∀ ∈ ，且 n+1

n
n

zlim
z

q
→∞

= ，证明： 

（i）当 1q < 时，则
1

n
n

z
∞

=
∑ 绝对收敛. 
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(ii) 当 1q > 时，则
1

n
n

z
∞

=
∑ 可能收敛也可能发散. 

证明：（i）取 r使得 1q r< < , N∃ ,当n N> 时, 有 n+1

n

| |
| |
z r
z

<  

N+k N| | | |kz r z⇒ <  

N+k
1 1 1 1 1

N|z| |= | | | | |+| |
N N

k

n n k n k
n n n rz z z z

∞ ∞ ∞

= = = = =

⇒ + < < ∞∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

 (ii)举例说明： 

级数
1

11 ( )
k

k kz z
∞

=

−+ −∑  当 | | 1z > 时发散；令 2 1 1

1
2n nz − += , 2

1
2n nz = , 

则 n+1 2n

n n
n 2n 1

z zlim | | lim | | 2
z z→∞ →∞

−

≥ = ,但
1

| |
n

nz
∞

=
∑ 收敛. 

 

13、证明：若域 D 上的全纯函数列{ }( )nf z 在 D 上内闭一致收敛于 ( )f z ，则 ( )f z 在 D

上全纯，并且{ }( ) ( )k
nf z 在 D上内闭一致收敛于

( ) ( )kf z ， k N∀ ∈ . 

（1）证明：令 1 1g f= , 1, 2n n ng f f n−= − ≥ . 

则
1

( )n
n

g z
∞

=
∑ 在 D上内闭一致收敛于 ( )f z .由定理 4.1.9即得结论. 

 
§4.2习题 

1、设
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 和

0

n
n

n
b z

∞

=
∑ 的收敛半径分别为 1R 和 2R .证明： 

（i）
0
( ) n

n n
n

a b z
∞

=

+∑ 的收敛半径 1 2min( , )R R R≥  

（ii）
0

n
n n

n
a b z

∞

=
∑ 的收敛半径 1 2R R R≥  

（iii）
0
( ) n

k n k
n n k

a b z
∞ ∞

−
= =

∑ ∑ 的收敛半径 1 2min( , )R R R≥  

解：（i）若 1 2| | min( , )z R R< ，又
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 和

0

n
n

n
b z

∞

=
∑ 都收敛，从而

0
( ) n

n n
n

a b z
∞

=

±∑ 收敛， 
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故 1 2min( , )R R R≥  

（ii）由于 lim | | lim | | lim | |n n n
n n n nn n n

a b a b
→∞ →∞ →∞

≤ ⋅ ， 

则
1 1 1

lim | | lim | | lim | |n n n
n n n nn n n

a b a b
→∞ →∞ →∞

≥ ⋅  

故
0

n
n n

n
a b z

∞

=
∑ 的收敛半径 1 2R R R≥ . 

（iii）若 1 2| | min( , )z R R< ，则
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 和

0

n
n

n
b z

∞

=
∑ 都绝对收敛， 

于是
0 0 0 0

( )
n

n n n
n n k n k

n n n k
a z b z a b z

∞ ∞ ∞

−
= = = =

⋅ =∑ ∑ ∑ ∑ 也收敛. 

故 1 2min( , )R R R≥ . 

 

2、求下列幂级数的收敛半径. 

（ii）
0
[3 ( 1) ]n n n

n
z

∞

=

+ −∑  

1 1
4lim [3 ( 1) ]n nn

n

R
→∞

= =
+ −

 

故幂级数的收敛半径为
1
4
. 

3、证明：若
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 在 0 0z ≠ 处绝对收敛，则它在 0(0,| |)B z 上绝对一致收敛. 

证明： 0(0,| |)z B z∀ ∈  

0
0 0
| | | || |n n

n n
n n

a z a z
∞ ∞

= =

≤∑ ∑  

由于 0
0
| || |n

n
n

a z
∞

=
∑ 收敛，从而

0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 在 0(0,| |)B z 上绝对一致收敛. 

 

4、设正数列{ }na 单调收敛于零.证明 

（i）
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 的收敛半径 1R ≥  
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（ii）
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 在 (0,1) \{1}B∂ 上处处收敛. 

证（i）当 n充分大时，0 1na< < ，从而
1 1 1

lim | | limn n
n nn n

R
a a

→∞ →∞

= = ≥  

（ii）当 (0,1) \{1}z B∈ ∂ 时 

则
1

0

1 2| | | |
1 |1 |

nn
k

k

zz
z z

+

=

−
= ≤

− −∑  

而{ }na 单调递减趋于零，从而由 Dilichlet判别法知
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 收敛. 

 

7、证明：若
0

( ) n
n

n
f z a z

∞

=

= ∑ 是 (0,1)B 上的有界全纯函数，则
2

0
| |n

n
a

∞

=

< ∞∑  

证：任取0 1r< <  

由于
2 2 22

0 0 0
0 0

| ( ) | ( ) ( )i i i n in m im
n m

n m
f re d f re f re d a r e a r e d

π π πθ θ θ θ θθ θ θ
∞ ∞

−

= =

= = ∑ ∑∫ ∫ ∫  

 
2 2 ( )

0 0
, 0 , 0

n in m im n m i n m
n m n m

n m n m
a r e a r e d a a r e d

π πθ θ θθ θ
∞ ∞

− + −

= =

= =∑ ∑∫ ∫  

 
2 2

0
2 | | n

n
n

a rπ
∞

=

= ∑  

即
2 2 2 2

0
0

1 | ( ) | | |
2

i n
n

n
f re d a r

π θ θ
π

∞

=

= ∑∫ ，由于 f 有界，从而 0M∃ > ，| ( ) |f z M≤ ， 0 1z B∈（，） 

故
2 2 2

0
| | n

n
n

a r M
∞

=

≤ < +∞∑  

令 1r −→ ，得
2 2

0
| |n

n
a M

∞

=

≤ < +∞∑ . 

10、设
0

( ) n
n

n
f z a z

∞

=

= ∑ 将 (0, )B R 一一映为域 G.证明：G的面积为 2 2

0
| | n

n
n

n a Rπ
∞

=
∑  

证：设 ( )S G 表示 G的面积，则 

2

0 0
(0, )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) )
R i i

B R

S G f z f z dxdy f re f re d rdr
π θ θ θ′ ′ ′ ′= =∫∫ ∫ ∫
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2 2 2 2 2 2 2 1 2 2

0 0
0 0 1

(2 | | ) (2 | | ) | |
R Rn n n

n n n
n n n

n a r rdr n a r dr n a Rπ π π
∞ ∞ ∞

− −

= = =

= = =∑ ∑ ∑∫ ∫  

11、证明幂级数 0
0

( )n
n

n
a z z

∞

=

−∑ 在域 D上一致收敛，当且仅当它在D上一致收敛. 

证明：⇐ 0
0

( )n
n

n

a z z
∞

=

−∑ 在D上一致收敛，显然有它在域 D上一致收敛 

⇒由于
0

n
n

n

a z
∞

=
∑ 在域 D上一致收敛.对 0z∀ > ，

*N∃ ∈ ¥ ，st
*p N∀ ∈ ，当n N> 时， 

不等式
1

| |
2

n p
k

k
k n

a z ε+

= +

<∑  对于 z D∀ ∈ 都成立. 

0z D∀ ∈ , { }nz D∃ ⊂ ,st 0 ( )nz z n→ → ∞  

于是对于以上给定的ε ， p .可选取充分大的 *l ∈¥  

使得 0
1

| ( ) |
2

n p
k k

k l
k n

a z z ε+

= +

− <∑ ， 

因而 0 0
1 1 1

| | | | | ( ) |
n p n p n p

k k k k
k k l k l

k n k n k n
a z a z a z z ε

+ + +

= + = + = +

≤ + − <∑ ∑ ∑ ， 

故
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 在D上一致收敛. 

§4.3习题 

1、设 D是域，a D∈ ，函数 f 在 { }\D a 上全纯.证明：若 lim( ) ( ) 0
z a

z a f z
→

− = ， f 在D

上全纯. 

证明：令
( ) ( ) 0

( ) ,
0
z a f z z a

F z
z a

− = ≠
=  =

 

则F 在D上连续并F在 { }\D a 上全纯. 

由 Morera定理得 ( )F H D∈ ，于是
( ) ( ) ( )lim ( ) lim lim (0)

z a z a z a

F z F z F af z F
z a z a→ → →

− ′= = =
− −

, 

补充定义 (0) (0)f F ′= ，则 ( )f H D∈ . 

4、设 ( (0, )) ( (0, ))f H B R C B R∈ I ，

( )

0

(0)( )
!

kn

n
k

fS z d
k

ξ
=

= ∑ ，证明： 
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（i）

1 1

1
| |

1( ) ( ) , (0, )
2 ( )

n n

n n
R

zS z f d z B R
i zξ

ξ
ξ ξ

π ξ ξ

+ +

+
=

−
= ∀ ∈

−∫  

（ii）

1 1

1
| |

( ) ( ) ( ) , (0, )
2 ( )

n n

n n
R

zf z S z f d z B R
i zξ

ξ
ξ ξ

π ξ ξ

+ +

+
=

− = ∀ ∈
−∫  

证明：（i）

1 1

1
| |

1 ( )
2

n n

n
R

z df
i zξ

ξ ξ
ξ

π ξ ξ

+ +

+
=

−
−∫  

     
1 1

1
| |

1 ( )
2

n n n n

n
R

z z zf d
i ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ

π ξ

− −

+
=

+ + + +
= ∫

L
 

1
2

| |

1 ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

n n
n n

R

f f f fz z z d
i ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ

π ξ ξ ξ ξ
−

=

= + + + +∫ L  

2 1(0) ( )(0) (0) ( )
2! !

n
n

f ff f z z z S z
n
ξ +′′

′= + + + + =L  

（ii）

1 1

1
| | | |

1 ( ) 1( ) ( ) ( )
2 2 ( )

n n

n n
R R

f zf z S z d f d
i z i zξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

π ξ π ξ ξ

+ +

+
= =

−
− = −

− −∫ ∫  

                   

1

1
| |

( )
2 ( )

n

n
R

z f d
i zξ

ξ
ξ

π ξ ξ

+

+
=

=
−∫  

 

5、是否存在 ( (0,1))f H B∈ ，使得下列条件之一成立： 

（i）
1( ) , 2,3

1
nf n

n n
= =

+
L   

1 1 1( ) ( ) ( (0,1))1 11
f f z H B

n z
n

= ⇒ = ∈
++

. 

(ii) 
1 1( ) 0, ( ) 1, 1,2,3
2 2 1

f f n
n n

= = =
−

L  

1( ) 0 ( ) 0
2

f f z
n

= ⇒ = . 

1( ) 1 ( ) 1
2 1

f f z
n

= ⇒ =
−

 

故不存在. 

（iii） 2

1 1 1( ) ( ) , 2,3,4f f n
n n n

= − = = L  

2
2

1 1( ) ( )f f z z
n n

= ⇒ =  
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2
2

1 1( ) ( )f f z z
n n

− = ⇒ =  

故存在. 

(iv) 3

1 1 1( ) ( ) , 2,3,4f f n
n n n

= − = = L  

3
3

1 1( ) ( )f f z z
n n

= ⇒ =  

3
3

1 1( ) ( )f f z z
n n

− = ⇒ = −  

故不存在. 
 

6、设
0

( ) n
n

n
f z a z

∞

=

= ∑ 的收敛半径 0R > ，0 r R< < ，证明： 

（i）
2 n

0

1 Re ( ) ,n i i
na r f re e d n

π θ θ θ
π

− = ∀ ∈ ∫ ¥  

证明：由于
2

1 1 ( 1)0
| |

1 ( ) 1 ( )
2 2

i
i

n n n i n
r

f f rea d re id
i i r e

θπ θ
θ

ξ

ξ
ξ θ

π ξ π+ + +
=

= = ⋅∫ ∫  

            
2

0

1 ( )
2

i in
n f re e d

r
π θ θ θ

π
−= ∫              （1） 

又由
1

| |

( ) 0n

r

f d
ξ

ξ ξ ξ−

=

=∫ ，得
2

0
( ) 0i inf re e d

π θ θ θ− =∫ （2） 

（1）+（2）得
2

0

1 2Re ( )
2

i in
n na f re e d

r
π θ θ θ

π
−= ∫  

所以
2 n

0

1 Re ( ) ,n i i
na r f re e d n

π θ θ θ
π

− = ∀ ∈ ∫ ¥  

7、设
1

( ) 1 n
n

n
f z a z

∞

=

= + ∑ 在 (0,1)B 上全纯，并且Re ( ) 0, (0,1)f z z B≥ ∀ ∈ ，证明： 

（i） | | 2,na n≤ ∀ ∈¥  

（ii）
1 | | 1 | |Re ( ) ( ) , (0,1)
1 | | 1 | |

z zf z f z z B
z z

− +
≤ ≤ ≤ ∀ ∈

+ −
 

证明：（i） 0 1r∀ < < ，则由第 6题（i）得 

2 2

0 0

1 1| | | Re ( ) | Re ( )i in i
n n na f re e d f re d

r r
π πθ θ θθ θ

π π
−= ≤∫ ∫  
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2 2Re (0)n nf
r r

= = ，令 1r −→  即得结论. 

（ii）由第 6题（i）得
2

0

1 Re ( )i in
n na f re e d

r
π θ θ θ

π
−= ∫ , 任取 | | 1z r< <  

从而  
2

0
1

1( ) 1 Re ( )n i in
n

n
f z z f re e d

r
π θ θ θ

π

∞
−

=

= + ∑ ∫  

           
2

0
1

11 Re ( )
ni

i

n

ze f re d
r

θπ θ θ
π

−∞

=

 
= +  

 
∑ ∫  

           
2

0
1

11 Re ( )
ni

i

n

ze f re d
r

θπ θ θ
π

−∞

=

 
= +  

 
∑∫  

2

0

11 Re ( )
1

i

i
i

ze
r f re d
ze

r

θ

π θ
θ θ

π

−

−= +
−

∫  

2 2

0 0

1 Re ( ) Re ( )
2

i
i i

i

zef re d f re d
r ze

θπ πθ θ
θθ θ

π

−

−= +
−∫ ∫  

           
2

0

1 Re ( )
2

i
i

i

re z f re d
re z

θπ θ
θ θ

π
+

=
−∫  

即
2

0

1( ) Re ( )
2

i
i

i

re zf z f re d
re z

θπ θ
θ θ

π
+

=
−∫  （*） 

从而
2

0
Re ( ) Re( ) Re ( )

i
i

i

re zf z f re d
re z

θπ θ
θ θ

+
=

−∫  

2 22

20

1 | | | | Re ( )
2 | |

i
i

r z f re d
re z

π θ
θ θ

π
−

=
−∫  

( )

2 2 2

2 0

1 | | | |Re ( )
2 | || |

ir z r zf re d
r zr z

π θ θ
π

− −
≥ =

++ ∫  

所以
| |Re ( )
| |

r zf z
r z
−

≥
+

, 令 1r −→ ,得
1 | |Re ( )
1 | |

zf z
z

−
≥

+
 

另一方面
2

0

1 | |Re ( ) | ( ) | Re ( ) | |
2 | |

i
i

i
re z r zf z f z f re d
re z r z

θπ θ
θ θ

π
+ +

≤ ≤ ≤
− −∫  
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令 1r −→ 得
1 | |Re ( ) | ( ) |
1 | |

zf z f z
z

+
≤ ≤

−
 

因此证明了结论. 
 

12、证明：若 2

1
1 z z− −

在 0z = 处的 Taylor 级数为
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ ,则 Fibonacci 数 na 满足关系式

0 1 1a a= = , 1 2n n na a a− −= + , 2n∀ ≥  

证明：因为 2
0

1
1

n
n

n
a z

z z

∞

=

=
− − ∑ ,从而 2

0
1 (1 ) n

n
n

z z a z
∞

=

= − − ∑  

即
1 2

0 0 0
1 n n n

n n n
n n n

a z a z a z
∞ ∞ ∞

+ +

= = =

= − −∑ ∑ ∑  

2
0 1 0 2 1 0 1 21 ( ) ( ) ( ) n

n n na a a z a a a z a a a z− −= + − + − − + + − −L  

从而 0 1a = , 1 0 0a a− = , 1 2 0n n na a a− −− − =  

所以 0 1 1a a= = , 1 2n n na a a− −= + . 

 
§4.4习题 

1. 设 D是由有限条可求长简单闭曲线围成的域.证明：若 , ( )f g H D∈ , f 在 D∂ 上没有零 

点, f 在 D 中的全部彼此不同的零点为 1 2, ,z z n…,z ,其相应的阶数分别为 1 2, ,k k n…,k ,则

1

1 ( )( ) ( )
2 ( )

n

j j
jD

f zg z dz k g z
i f zπ =∂

′
= ∑∫ （说明：这是 Cachy积分公式和辐角原理的推广） 

解：因为
jz z= 是 f(z)的

jk 阶零点,从而存在
jz 的ε −球邻域

jU D⊂ ,使得

( ) ( ) ( )jk
j jf z z z h z= − ,其中 ( )j jh H U∈ 且 ( ) 0,j jh z z U≠ ∈ . 

由 Cauchy积分公式得 

1 1D

1 ( ) 1 ( )( ) ( ) ( )
2 ( ) 2 ( )

j

n n

j j
j jz z

f z f zg z dz g z dz k g z
i f z i f z

ε
π π= =∂ − =

′ ′
= =∑ ∑∫ ∫

 

 
2. 利用辐角原理证明代数学的基本定理. 

证明：设 1
1 1 0( ) , 0, 1n n

n n n nP z a z a z a z a a n−
−= + + + ≠ ≥… 是 n 次多项式 ,则 0.R∃ > 当

z R≥ 时, 1
1 1 0

n n
n na z a z a z a−

−> + +…  
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从而当 z R≥ 时,有  

1 1
1 1 0 1 1 0( ) 0n n n n

n n n n nP z a z a z a z a a z a z a z a− −
− −= + + + ≥ − + + >… … 这表明 ( )nP z 在

z R≥ 上无零点. 

利用辐角原理知, 1 ( )
2 nN ArgP zγπ

= ∆ 其中 N表示 ( )nP z 在 z R< 上的零点个数,γ 为

{ }; (0, )z z R B R= = ∂ 的正向,现在来计算 ( )nArgP zγ∆ ，注意到

( ) 1
1 0( )n n

n n n nArgP z Arga z a a z a zγ γ γ
− −

−∆ = ∆ + ∆ + + +… ,以及 2nArgZ nγ π∆ = , 

只需计算 ( )1
1 0

n
n nArg a a z a zγ

− −
−∆ + + +… . 

因为 ( )1
1 0 , 0,n

n n n na a z a z a a z B R− −
−+ + + − < ∈∂… ，这表明当 z在γ 上绕行时，

1
1 0

n
n na a z a z− −

−+ + +… 始终落在以 na 为圆心，以 na 半径的圆盘内，从而

( )1
1 0

n
n nArg a a z a zγ

− −
−∆ + + +… =0.  

这样我们得到 ( ) 2nArgP z nγ π∆ = ，故
1 2

2
N n nπ

π
= × =  

即 ( )nP z 在复平面£内恰有 n个零点. 

 
5. 利用 Rouche定理证明代数学基本定理. 
 

证明：设有 n次多项式 1
1 1 0( ) n n

n n nP z a z a z a z a−
−= + + +… , 0na ≠  

则存在 0R > ,使得当 z R≥ 时, 1
1 1 0

n n
n na z a z a z a−

−> + +… ， 

因此 ( )nP z 在 z R≥ 上无零点,且当 z R= 时, ( ) n n
n n nP z a z a z− < ， 

利用 Rouche定理知, ( )nP z 和 n
na z 在 z R< 内零点个数相同. 

故 ( )nP z 在 z R< 内有 n个零点,即 ( )nP z 在£内恰有 n个零点. 

 

11.求下列全纯函数在 (0,1)B 中的零点个数： 

（1） 9 6 22 8 2;z z z z− + − −  

解：取 9 6 2( ) 2 8 2, ( ) 8f z z z z z g z z= − + − − = − , 
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故有 1个零点. 

（2） 5 3 22 3 8;z z z z− + − +  

解：取 5 3 2( ) 2 3 8, ( ) 8f z z z z z g z= − + − + =  

故零点个数为 0. 

（3） 7 4 25 2;z z z− + −  

解：取 7 4 2 4( ) 5 2, ( ) 5f z z z z g z z= − + − = −  

故有 4个零点. 

13．设 1 2
1

, , , (0,1), ( )
1

n
k

n
k k

a za a a B f z
a z=

−
∈ =

−∏L 证明： 

(1) 若 (0,1)b B∈ ，则 ( )f z b= 在 (0,1)B 中恰有 n个根； 

(2) 若 ( ,1)b B∈ ∞ ，则 ( )f z b= 在 ( ,1)B ∞ 中恰有 n个根. 

证明：（1）当 1z = 时,有
1

( ) 1
1

n
k

k k

a zf z
a z=

−
= =

−∏  

从而 ( ( ) ) ( ) 1 | ( ) |b f z b f z f z= − − < = ， (0,1)z B∈ ∂ ，因此由 Rouche定理， ( )f z b− 和

( )f z 在 (0,1)B 中的零点个数相同. 

又 ( ) (0,1)f z B在 内有 n个零点（ 1 2, , , na a aL ） 

故 ( )f z b= 在 (0,1)B 中恰有 n个根. 

（2）记由 1 2, , , (0,1)na a a B∈L 决定的函数
1 1

n
k

k k

a z
a z=

−
−∏ 为

1[ , , ]( )
na af zL ，注意到

1 1[ , , ] [ , , ]

1( ) ( ) 1/ ( )
n na a a af z f z f

z
= =L L  

由（1）
1[ , , ]

1( )
na af z

b
=L 在 (0,1)B 中恰有 n个根，从而

1[ , , ]

1 1( )
na af

z b
=L 在 ( ,1)B ∞∞ ⊂ £ 中恰

有 n个根，即 ( )f z b= 在 ( ,1)B ∞ 中恰有 n个根. 

 
§4.5习题 

1、 设 D是域， ( ) (D), .nf H D C n N∈ ∩ ∀ ∈ 证明若
1

( ) Dn
n

f z
∞

=

∂∑ 在 上一致收敛，则必在D上
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一致收敛. 

证明 : >0, Nε ∗∀ ∃ ∈¥ ,当 n>N 时,有
1

| ( ) |
n p

n
k n

f z ε
+

= +

<∑ ,对 z D, p ∗∀ ∈∂ ∀ ∈¥ 成立 ,从而

z D 1

sup | ( ) |
n p

n
k n

f z ε
+

∈∂ = +

≤∑ ,由最大模原理知: 
z D1 1

sup | ( ) | sup | ( ) |
n p n p

n n
z D k n k n

f z f z ε
+ +

∈∂∈ = + = +

= ≤∑ ∑ . 

 

2、 设 1 2 nz ,z z B( ,1).⋅ ⋅ ⋅ ∈ ∞ 证明存在 0z B(0,1),∈ ∂ 使得 0
1

| | 1.
n

k
k

z z
=

− >∏  

证明：（反证法）假设 z B(0,1),∀ ∈ ∂ 都有 0
1

| | 1.
n

k
k

z z
=

− ≤∏  

令
1

( ) ( )
n

k
k

f z z z
=

= −∏ 则 ( )f H∈ £ ， 

由最大模原理得
(0,1)(0,1)

max | ( ) | max | ( ) | 1
z Bz B

f z f z
∈∂∈

≤ ≤ 与
1

| (0) | | | 1
n

k
k

f z
=

= >∏ 矛盾.故存在

0z B(0,1),∈ ∂ 使得 0
1

| | 1.
n

k
k

z z
=

− >∏  

 

3、 设 ( (0, ))f H B R∈ .证明:
|z| r

( ) max | ( ) |M r f z
=

= 是[0,R)上的增函数. 

证明: 设 1 20 r r R≤ < < ,最大模原理知: 

 
1 1

1 |z| r |z| r
( ) max | ( ) | max | ( ) |M r f z f z

= ≤
= = ,

2 2
2 |z| r |z| r

( ) max | ( ) | max | ( ) |M r f z f z
= ≤

= =  

所以
1 2|z| r |z| r

max | ( ) | max | ( ) |f z f z
≤ ≤

≤ ,故 2( )M r 1( )M r≥  

即
|z| r

( ) max | ( ) |M r f z
=

= 是[0,R)上的增函数. 

 

4、设 f 是域 D上非常数的全纯函数.证明:若 f 在 D中没有零点,则| ( ) |f z 在 D内不能取到

最小值. 

证明:令 ( )F z =
1
( )f z

,则 ( )F H D∈ ,由最大模原理知: | ( ) |F z 的最大值不能在 D 中取到,

即 | ( ) |f z 的最小值不能在 D中取到. 
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5、 ( (0, ))f H B R∈ ， ( (0, )) (0, )f B R B M⊂ ， (0) 0f = .证明: 

(i) '| ( ) | | |,| (0) | , (0, ) \{0};M Mf z z f z B R
R R

≤ ≤ ∀ ∈  

(ii)等号成立当且仅当 f(z) = ( ).iM e z
R

θ θ ∈ ¡  

  证明: (i)令
( )( ) , (0) 0, ( (0,1)) (0,1)f Rzg z g g B B
M

= = ⊂  从而由 schwarz引理得

( )| ( ) | | |,| (0) | 1, | |f Rzg z z g z
M

≤ ≤ ≤故 而且
' ' 1 M| (0) | M g (0)

R R
f = ⋅ ≤ .即

{ }'M M| f ( ) | | | , | f (0) | , z B(0,R)\ 0 .
R R

z z≤ ≤ ∀ ∈  

  (ii)等号成立对某个 0z B(0,R)\{0} ,∈ 成立 当且仅当 i(z) zeg θ= ,即 

( ) ( ) , ( ).iz Mf z M g e z
R R

θ θ= ⋅ = ∈¡  

 

6、设 ( (0, ))f H B R∈ , (0) 0,f = 并且存在 A＞0,使得 Re ( )f z A≤ , z (0,1).B∀ ∈ 证明: 

                         | ( )f z |≤
2 | |
1 | |

A z
z−

, z (0,1).B∀ ∈  

解: 令g(z) =
( )

2 ( )
f z

A f z−
,则g(0) 0= .

| ( ) || ( ) | 1
| 2 ( ) |

f zg z
A f z

= <
−

,由 schwarz引理得

|g(z)| |z|≤ .即
| ( ) | | |

| 2 ( ) |
f z z

A f z
≤

−
,于是 ( )( ) | | 2 ( )f z z A f z≤ ⋅ + ，由此得到

|
2 | |( )
1 | |

A zf z
z

≤
−

|, z (0,1).B∀ ∈ . 

 

7、设 ( (0, ))f H B R∈ , (0) 1,f = 并且 Re ( ) 0f z ≥ ， z (0,1).B∀ ∈ .利用 schwarz引理证明: 

(i)
1 | | 1 | |Re ( ) | ( ) | ,
1 | | 1 | |

z zf z f z
z z

− +
≤ ≤ ≤

+ −
 z (0,1)B∀ ∈ ; 

证明: 令g(z) =
( ) 1
( ) 1

f z
f z

−
+

,则 |g(z)|<1,g(0)=0 ,由 schwarz引理得

|g(z)| |z|≤ , |g(z)| Re (z)f≥ .所以
( ) 1
( ) 1

f z
f z

−
+

| |z≤ ,| ( )f z |≤
1 | z |
1 | z |
+
−

,又
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( ) 1
( ) 1

f z
f z

−
+

≥
1 Re ( )
1 Re ( )

f z
f z

−
+

,所以Re ( )f z ≥
1 | z |
1 | z |
−
+

, 

故
1 | | 1 | |Re ( ) | ( ) | .
1 | | 1 | |

z zf z f z
z z

− +
≤ ≤ ≤

+ −
 

 

8、求出满所有满足条件“ ( ) 1, z (0,1)"f z B= ∀ ∈ ∂ 的整函数. 

解: { : , }i nf e z nθ θ∈ ∈ ∈¡ ¥  

由于 f 在 (0,1)B 内最多只有有限个零点,不妨设 1 2, nz z z⋅ ⋅ ⋅ 是 f 在 (0,1)B 内全部的零

点,且它们按重数重复列出. 

令
1

1( ) ( )
n

k

k k

z zg z f z
z z=

−
=

−∏ ,则 ( (0,1))g H B∈ 且g(z) 0,≠ (0,1)z B∀ ∈ , g(z) 1= , 

z (0,1)B∀ ∈ ∂ .于是由最大模原理可得， ( ) 1g z ≤ ， z B(0,1)∀ ∈ . 

又
1 ( (0,1))H B
g

∈ ,故再次应用最大模原理，我们有

| | 1

1 1max 1,
( ) ( )zg z g z=

≤ = z (0,1)B∀ ∈ . 

所以 ( ) 1g z = , (0,1)z B∈ , 

于是 g只能是常值函数，故存在常数 . .s tθ ∈ ¡ ( ) ig z e θ= .因此
1

( )
1

n
i k

k k

z zf z e
z z

θ

=

−
=

−∏ ,

而 f 是整函数，所以 0,(1 ),kz k n= ≤ ≤ 这样我们就得到 ( ) , .i nf z e zθ θ= ∈¡  

 

9、设 ( (0,1))f H B∈ , ( (0,1)) (0, )f B B M⊂ .证明: ' 2 ' 2| (0) | | (0) | .M f M f≤ −  

 证明:令
( )( ) f zg z
M

= , 
(0)(0) fg
M

= , ( (0,1)) B(0,1).g B ⊂  

由 Schwarz-Pick引理知 ' 2| (0) | 1 | (0) |g g≤ − ,

2'(0) (0)1f f
M M

≤ − , 

所以 ' 2 ' 2| (0) | | (0) | .M f M f≤ −  

10、设 ( (0,1))f H B∈ ， (0) 0,f = ( (0,1)) (0,1)f B B⊂ .证明：若存在 1 2, (0,1)z z B∈ ，使
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得 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2,| | | |, ( ) ( ), | ( ) | | ( ) | | | | |z z z z f z f z f z f z z z≠ = = = ≤ =则  

（提示：考虑（ 1 1 2

1 21

( ) ( ) 1 1)( )( )
1 ( ) ( )
f z f z z z z z

z z z zf z f z
− − −

− −−
.） 

11、设 D是有界区域, ( )f H D∈ , 0 .z D∈ 证明:若 '
0 0 0( ) , ( ) , ( ) 1,f z z f D D f z= ⊂ =  

则 ( )f z z= . 

证明:不妨设 0 0z = , f 在 z的某个领域 (0, )B r 展开成泰勒级数:
2

k
k

k
z a z

∞

=

+ ∑  

若 ( )f z z≠ ,则 2, . 0, 0,  2 -1.m km st a a k m∃ ≥ ≠ = ≤ ≤  

记 nf f f f= ⋅⋅⋅o o o (复合 n次)任取N ∗∈¥ .则

-1 -1(0) ( (0)) (0) (0) 0.N N Nf f f f f= = = ⋅⋅ ⋅ = =  

故存在 0 的充分小领域 (0, )B r′ , s.t.在 (0, )B r′ 上 Nf 有展开式 ( ) m
N mf z z Na z= + + ⋅⋅ ⋅ 

(只需将 f 的展开式迭代即可得) (0, )z B r′∀ ∈ ，由全纯函数幂级数展开的唯一性，这个展

开式在整个 (0, )B r 中成立.因为 ( )Nf D D⊂ 有界,故 

0, . .M s t∃ >  | ( ) | .Nf z M z D≤ ∀ ∈ . 因此
2

0

1 1| | ( )
2

i im
m Nm m

MNa f re e d
r r

π θ θ θ
π

−= ≤∫ ,对所

有N ∗∈¥ 成立，与 0ma ≠ 矛盾. 
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第 5章 全纯函数的 Laurent 展开及其应用 

 

§5.1习题 

1、 下列初等函数能否在指定的域 D上展开成 Laurent级数? 

（i）
1( ) cos , (0, ) \{0};f z D B
z

= = ∞  

解：因为 ( )f H D∈ ，故 f 在 D上可以展开成 Laurent级数. 

 

2、 将下列初等函数在指定的域 D上展开成 Laurent级数： 

（i） { }2

1 , (1,1) \ 1 ;
( -1)

D B
z z

=  

解： 22 2
0

1 1 1 ( 1)
( 1) ( 1 1) ( 1) ( 1)

n n

n
C z

z z z z z

∞

−
=

= = −
− − + − − ∑ . 

 

（ii）
1 , (0,2) \ (0,1);

( 1)( 2)
D B B

z z
=

− −
 

解：当 Dz ∈ 时，由于1 | | 2z< < ， 

所以
1 1 1 1 1 1 1( ) ( )1( 1)( 2) ( 2) ( 1) 2 1 1

2
zz z z z z

z

= − = − −
− − − − − −

=
n

n+1 n
0 1

1 1z
2 zn n

∞ ∞

= =

− −∑ ∑ . 

 （iii） { }1 , , (1, ) \ 1 ;
( 5) n n D B
z

∈ = ∞
−

¥  

解：
0

1 1 1 1 5( )5( 5) (1 )

m m
nn n n

n m
C

z z z z
z

−
=

= = −
− −

∑ . 

3、 设0 , (0, ) \ (0, ).r R D B R B r< < < ∞ = 证明 :若 ( ) n n
n

f z a z
∞

=−∞

= ∑ 双全纯地将 D 映为域

G,则 G的面积为π 2 2 2| | ( ).n n
n

n
n a R r

∞

=−∞

−∑  

证明:S(G)=
2' 2 ' ' ' '

0
| ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )

R i i

r
D D

f z dxdy f z f z dxdy rdr f re f re d
π θ θ θ= =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ , 
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' -1( ) , ( )n n

n n
n n

f z a z f z na z
∞ ∞

=−∞ =−∞

= =∑ ∑ , 

     S(G)=
2 -1 -1 - ( -1)

0

R n in n i n
n nr

n n
rdr na r e na r e d

π θ θ θ
∞ ∞

=−∞ =−∞
∑ ∑∫ ∫  

         =
2 2 2 -2 2 2 2 -12 | | 2 | |

R Rn n
n nr r

n n
rdr n a r a n r drπ π

∞ ∞

=−∞ =−∞

=∑ ∑∫ ∫  

         
2 2 2 2 2 212 | | | | ( ).

2
n n n

n n
n n

R
a n r n a R r

rn
π π

∞ ∞

=−∞ =−∞

= = −∑ ∑  

§5.2习题 

1、 是否存在 (0,1) \{0}B 上的无界全纯函数 f ，使得
0

lim ( ) 0?
z

zf z
→

=  

解：g（z）=
{ }( ), (0,1) \ 0

0, 0
zf z z B

z

 ∈


=
,假设 f 在 (0,1) \{0}B 上无界全纯,则 g在 (0,1)B

上全纯, 
0 0

g(z)lim f(z) lim g (0)
zz z→ →

′= = ,从而 0是 f 的可去奇点, f 有界,矛盾. 

  

2、 证明：若 0z 是全纯函数 f ： { } { }0 0( , ) \ z \ 0B z r → £ 的本性奇点,则 0z 也是

1
( )f z
的本性奇点. 

证明:(反证法)假设 0z 不是 1
( )f z
的本性奇点, 

若 0z 是 1
( )f z
的极点,则

0

1lim
( )z z f z→

= ∞ ,得到
0

lim ( ) 0
z z

f z
→

= 与 0z 是 f 的本性奇点矛盾; 若

0z 是 1
( )f z
的可去奇点,则

0

1lim
( )z z

a
f z→

= ,得到
0

1lim ( )
z z

f z
a→

= 与 0z 是 f 的本性奇点矛盾,

故假设不成立,即结论成立. 

§5.4习题 

1．证明：留数定理与 Cauchy积分公式等价. 
提示：留数定理⇒ Cauchy积分公式 

1 ( ) ( )Re , ( )
2 D

f fd s z f z
i z z

ξ ξ
ξ

π ξ ξ∂

 
= = − − 

∫  

( )
1 1

! ( ) ! ( )Re , ( )
2 ( ) ( )

n
n n

D

n f n fd s z f z
i z z

ξ ξ
ξ

π ξ ξ+ +
∂

 
= = − − 

∫  
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8、指出下列初等函数在C∞中的全部孤立奇点，并求出这些初等函数在它们各自孤立奇点

处的留数： 
 

（i） 3 5

1
z z−

 

孤立奇点 0， 1± .其中 0是 3阶极点，1是 1阶极点，-1是 1阶极点. 

3
3 50

1 1Re ( ,0) lim
2! z

s f z
z z→

 = ⋅ −  20

1 1 1lim
2! 1 2!z z→

 = = − 
 

3 5 3 21 1

1 1 1Re ( ,1) lim( 1) lim( 1)
(1 ) 2z z

s f z z
z z z z→ →

= − ⋅ = − ⋅ = −
− −

 

3 51

1 1Re ( , 1) lim ( 1)
2z

s f z
z z→−

− = + ⋅ = −
−
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